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Johdanto

Tama on kurssimoniste Helsingin matematiikkalukion kurssille Matriisilas-
kenta. Sen tavoitteena on esitelld matriisien perusteet ja joitakin sovelluksia.
Matriiseihin torméé pian joka tapauksessa matemaattisten alojen korkea-
kouluopinnoissa, joten niiden tunteminen on eduksi. Kurssi pysyttelee ldhel-
14 kiaytannon sovelluksia, ja aiheeseen luontevasti liittyva vektoriavaruuksien
teoria on sivuutettu.

Koska kurssi kuuluu ensimmaisen lukiovuoden syksyn ohjelmaan, esitie-
tovaatimuksena oletetaan vain peruskoulun oppiméaré ja kelvollinen mekaa-
ninen laskutaito. Lukion vektorilaskennan ja analyyttisen geometrian hallit-
seminen on hyddyksi, mutta ei valttamatonta. Lapi tekstin uudet termit on
korostettu.

Matriisien perusteet kasitellddn luvuissa 1 — 3. Néihin lukuihin liittyvéat
tehtéavit on tarkoitus laskea kéasin. Luvut 4, 5 ja 6 esittelevit matriisien sovel-
luksia. Niissé sopiva matemaattinen tietokoneohjelma (esimerkiksi Matlab)
tai graafinen laskin on kdytdnnossa valttaméaton.

Esitietovaatimukset ovat seuraavat, joskin lukujen 1 ja 2 jarjestyksella ei
juuri ole merkitysta.

6]

Lukujen esitietovaatimukset

Kurssimoniste on vield monella tapaa keskenerdinen ja puutteellinen. Paran-
nusehdotukset ja kommentit virheistd ovat erittiin tervetulleita.



Luku 1

Matriisit ja vektorit

Matriisia voidaan pitda erdanlaisena luvun yleistyksena.

1.1 Nimityksis

Valitsemme kiytannollisen lahestymistavan ja méarittelemme seuraavasti:
Matriisi on taulukko, jonka alkiot ovat lukuja. Matriisin ympéarille merkitaan
kaari- tai hakasulut. Esimerkkejd matriiseista:

3,3 24 3 6 3
0 2 =1 0

Matriisien pystyriveja kutsutaan sarakkeiksi ja vaakariveja riveiksi.

O = DO

oo

Sarakkeet
UG
— 1 2
Rivit — 3 4
— 5 6

Matriisin koko maéréaytyy rivien ja sarakkeiden lukumaéran perusteella. Jos
matriisissa on m rivid ja n saraketta, sen koko on m x n. (Luetaan "m kertaa
n”.)

~ b~ =
oo Ot DN
O O W
Q@ o o
S /o

(3 x 3)-matriisi (4 X 2)-matriisi



Matriisi on neliomatriisi, mikéli siind on yhtd monta rivia ja saraketta.
Matriisit ovat samankokoiset, mikali niissd on yhtd monta rivia ja yhtd monta
saraketta. Muuten matriisit ovat erikokoiset. Néin ollen esimerkiksi (3 x 2)-
matriisi on erikokoinen kuin (2 x 3)-matriisi.

Matriisia, jossa on vain yksi sarake tai vain yksi rivi, kutsutaan vektoriksi.
Jos sarakkeita on vain yksi, kyseessa on pystyvektori; jos riveja on vain yksi,
kyseessé on vaakavektori . (1 x 1)-matriisia voidaan pitéé tavallisena lukuna.

1
2 (456 7]
3

Pystyvektori  Vaakavektori

Lukion peruskursseilla vektoreita merkitdan hieman toisin, mutta kyseessa
ovat samat matemaattiset olennot. Lukiossa ei myoskiaan erotella pysty- ja
vaakavektoreita, koska késiteltdvissd laskutoimituksissa (piste- ja ristitulo)
ne kayttaytyvat samalla tavalla. Matriisilaskennassa ero on kuitenkin oleelli-
nen.

Matriiseja merkitadn yleensa isoilla kirjaimilla ja vektoreita pienilld kirjai-
milla, jonka pédlle on piirretty viiva.

1 07 6
0 8 5 4
Matriisi A Vektori v

Matriisin alkioihin voidaan viitata rivin ja sarakkeen numerolla. Merkinta
Apmn (vaihtoehtoisesti (A),,,) tarkoittaa matriisin A alkiota, joka on rivilla m
ja sarakkeessa n. Edellisen esimerkin tapauksessa a;; = 1, a19 = 0, ag; = 6.
Vektorien alkioihin viitataan yhdelld numerolla (sekaannuksen vaaraa kun ei
ole) ja ylaviiva jatetdan pois. Edellisen esimerkin tapauksessa v; = 6, vz = 4.

Nollamatriisi on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia. Nollamatriisia
merkitédén lihavoidulla luvulla nolla (0). Yksikkomatriisi (ykkosmatriisi) on
neliomatriisi, jonka diagonaalilla (viistorivi vasemmasta yldkulmasta oikean
alakulmaan) on ykkosia ja muut alkiot ovat nollia. Yksikkomatriisia merki-
taan lihavoidulla ykkosella (1) tai isolla kirjaimella /.

00 100
0 0 010
0 0 0 01

Nollamatriisi 0 Yksikkomatriisi 1



1.2 Peruslaskutoimitukset

Y hteenlasku

Matriiseja voidaan laskea yhteen, mikéli yhteenlaskettavat ovat samankokoi-
set. Erikokoisten matriisien yhteenlaskua ei ole maéritelty.

Yhteenlasku suoritetaan summaamalla matriisien vastinalkiot. Muodolli-
sesti voidaan kirjoittaa, ettd jos C' = A + B, niin matriisin C' alkioille pétee

Cmn = Omp T bmn~

Esimerkkeja yhteenlaskusta:

7 1+2 240 3+7 3 2 10
6 |=|4+1 5-2 646 | =[5 3 12
2 7—3 8+3 9+2 4 11 11

e
oo Ot DN
O O W
_l’_
W = DN
|
w N O

1 5 4
2 3 2

U= DN

5
2 | + [ } Ei maaritelty, matriisit erikokoiset.
7

Vahennyslasku maéritellaan vastaavasti.
Matriisien yhteenlasku toteuttaa tutut ominaisuudet

A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C,

A+ B=DB+A,

mikéli yhteenlasku on mééritely (matriisit A, B, C' samankokoiset).

Matriisin kertominen luvulla

Kun matriisi kerrotaan luvulla, sen jokainen alkio kerrotaan erikseen. Muo-
dollisesti ilmaistuna: jos A = ¢ - B (c on téssid miké tahansa luku), niin
matriisin A alkioille patee a,,, = ¢ byp.

Esimerkiksi



Matriisien kertolasku

Kahden matriisin vélinen kertolasku maéaritelldén dkkiseltdan kummalliselta
vaikuttavalla tavalla, mutta tdhén on syynsé, kuten myohemmin tullaan né-
kemé&an.

Aloitamme vaakavektorin ja pystyvektorin tulolla. Se lasketaan kerto-
malla vektorien ensimmaiset alkiot keskendén, toiset alkiot keskendén ja niin
edelleen, ja laskemalla lopulta kaikki tulot yhteen. Tuloksena on tavallinen
luku. Esimerkiksi

(2 0 5 4]- =2:140-245-(-1)+4-3=9

-1
3

Jotta tulo voitaisiin laskea, taytyy vektoreiden olla yhté pitkét.

1
[1 =2 0 1]-| 0| Eimiéritelty!
—1

Sama asia muodollisesti kirjoitettuna: (1 x n)-vektorin v ja (n x 1)-vektorin
u tulo on

n
VU =vU + VU F+ ...+ VU, = E Vil
i=1

Tamé& on lukion peruskurssien vektorilaskennassa esitelty pistetulo. (Sum-
malyhennysmerkinnan ¥ kiytosta katso liite A. Sen kdyttaminen ei ole valt-
taméatonta. )

Maaritelma. Kun kaksi matriisia kerrotaan keskendén, syntyy matriisi, jon-
ka alkiot muodostuvat vasemmanpuoleisen matriisin rivien ja oikeanpuoleisen
matriisin sarakkeiden tuloista alla olevan kaavion muokaisesti. Rivien ja sa-
rakkeiden tulot lasketaan kuten vaaka- ja pystyvektorien tulot (katso edelld).

Sarakkeet (.5)

— a b e f Rl'Sl Rl'SQ
Rivit (R) N c d g h — Ry - Sl Ry - SQ
— . . : :

Tulon AB alkio (AB),,, saadaan siis kertomalla B:n n. sarake A m. rivilla.

Jotta tulo voitaisiin laskea, tdytyy vasemmanpuoleisen matriisin rivien olla
yhté pitkid kuin oikeanpuoleisen sarakkeiden. Jos siis matriisi A on (m x n)-
matriisi ja B (I X k)-matriisi, tulo A - B voidaan laskea vain, kun n = [.

5



Tulomatriisin koko méaaraytyy kerrottavien ulompien indeksien mukaan:

A . B = C
m X n n Xk m x k

NS

samat!
Kertolaskun muodollinen mé&éritelm&: Jos A on (m X n)-matriisi ja B
(n x k)-matriisi, tulomatriisi AB on (m x k)-matriisi, jonka alkioille pétee

n

i=1

Muodollista magritelméaa ei tarvitse talla tasolla osata kayttda, riittdda kun
ymmartaa kuinka tulo lasketaan.

Kuten kertolaskussa yleensékin, matriisitulossa kertomerkin ( - ) saa jattaa
merkitseméttd. Samoin matriisin tuloa itsensé kanssa voi merkité potenssilla:

A*=A-A, A=A-A-A jne

Matriisien alle voi halutessaan (selkeyden vuoksi) kirjoittaa niiden koot, ku-
ten seuraavissa esimerkeissa.

1 2 a b _ la+2-¢c 1-b+2-d
3 4 c d o 3-a+4-¢c 3-b+4-d
2% 2 2% 2 2% 2
1
2 0 -3 g - 2:-14+0-24(-3)-3 - -7
1 -4 3 3 N 1-1+(-4)-2+3-3 - 2
2x3 3 x1 2x1 2x1
2 3 -1 1
1 4 3 =2 Ei maaritelty, matriisit vaaran kokoiset.
0 -1 4 4
3 x 2 3 x2

Y ksikkomatriisi

Matriisien kertolaskun neutraalialkio (eli matriisi, jolla kertominen ei muuta
toista matriisia) on yksikkomatriisi I. Yksikkomatriisi on neliomatriisi, jon-
ka diagonaalilla vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan on ykkosié ja
jonka muut alkiot ovat nollia.



(1.0 0 0
010 0
I—10 01 0
(000 -+ 1]

Koska kertolasku on méaaritelty vain tietynkokoisten matriisien vilille, yksik-
komatriiseja tarvitaan kutakin kokoa (n x n). Jos on tarve tehdé selviksi
yksikkomatriisin koko, voidaan kayttda alaindeksia: I, I3 ja niin edelleen.

Yksikkomatriiseille péatee

I - A=A-1T=A

kunhan yksikkomatriisi on sen kokoinen, etté tulo on méaritelty. Matriisin A
ei tarvitse olla neliomatriisi. Kokeile!

FEsimerkki:
10 a b| |1-a+0-¢c 1-0+0-d| |a ]
0 1 cd| | 0-a+1l-c 0-b+1-d| | c d]|°

Matriisitulo ei ole vaihdannainen!

Usein kay, ettéi’A~B # B - A| , esimerkiksi
(2 —1] [-2 1]  [-42 "
4 2] |0 o) T | -8 4 M
-2 11 [2 —-1] _ 0 0
0 0] [4 -2 00|

Tastd ndhdaan myos, ettéd tulon nollasdéanto ei ole voimassa: voi olla AB = 0,
mutta A # 0, B # 0.

Voi kiiyd4 niinkin, ettd vain toinen tuloista AB ja BA on maéritelty:

2 0 8 2
-1 3 [;1 ;} = 2 8 |, mutta
1 1 6 4
3 X2 2x2 3 X2
2 0
{ 41 ] -1 3 el maaritelty!
2 3
1 1
2x2 3 X2



Muita matriisitulon ominaisuuksia

Vaikka matriisitulo ei ole vaihdannainen, silli on muut tutut kertolaskun
ominaisuudet:

Kertolasku luvun kanssa A - (cB) = (cA) - B = cAB,
missé ¢ on luku.

Osittelulaki A-(B+C)=AB+ AC
(B4+C)-A=BA+CA

Liitdnnéisyys A(BC) = (AB)C = ABC
Todistamme naisté liitdnnaisyyden huvin ja urheilun vuoksi.

Todistus. Olkoon matriisin A koko (m x n), matriisin B (n X k) ja matriisin
C' (k x 1). Matriisitulon mééaritelméan perusteella tulon A(BC) alkioille pétee

ABO) = An(BO),

=1

Kun kirjoitetaan vield (BC'); auki, saadaan

Ryhmitellddn summa uudestaan:

n k n k k n
Z Amz(z Bijcjl) = Z Z Amz’Bijle = Z(Z Amz‘Bij)le
=1

j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

Havaitaan, ettd Y " | A, Bij = (AB);, joten on saatu

Matriisien A(BC) ja (AB)C kaikki alkiot ovat siis samat, joten

A(BC) = (AB)C. 4



Transpoosi

Matriisin transpoosi saadaan vaihtamalla rivit sarakkeiksi. Ensimméisesta
rivistd tulee ensimméinen sarake, toisesta toinen ja niin edelleen. Matriisin
A transpoosia merkitiin trans A tai yldindeksilla AT tai A’

Muodollinen miiritelmi: Kun B = AT, pitee by, = Gpm.

Esimerkiksi .
1 -[e1]
15
2
[2 05 4] = (5)
4

Luonnollisesti transpoosi tekee (m x n)-matriisista (n X m)-matriisin.

Transpoosin ominaisuuksia:
o (AT = A
o (A+B)T=AT + BT
o (AB)T = BT AT
Todistamme viimeisen.
Todistus. Verrataan matriisien (AB)? ja BT AT alkioita:

(AB)D)ym = (AB)p, = (matriisin A m. rivi) - (matriisin B n. sarake)

(BTAT),,, = (matriisin BT n. rivi) - (matriisin AT m. sarake)
= (matriisin A m. rivi) - (matriisin B n. sarake)

(Mieti viimeistd vélivaihetta!)

Matriisien alkiot ovat siis samat, joten (AB)T = BTAT. 4



Luku 2

Lineaariset yhtaloryhmat

2.1 Lineaarinen yhtalo ja yhtaloryhma
Yhtélo on lineaarinen, mikali se voidaan esittdéd standardimuodossa
a1r1 + asxs + ...+ apx, = b,

missé aj, as, ..., a,, b ovat tunnettuja lukuja eli vakioita (lukuja a; kutsu-
taan kertoimiksi ja lukua b vakiotermiksi) ja xi,xs,. .., T, tuntemattomia
eli muuttujia. Lineaarinen yhtalo sisdltda siis ainoastaan vakioilla kerrottuja
muuttujia, ei muuttujien potensseja, kahden eri muuttujan tuloja tai muita
monimutkaisempia laskutoimituksia.
Esimerkiksi yht&lot
Sr+3y="7
5
3+ gx =6z — 12y

ovat lineaarisia, mutta yhtalot

4a* =y

z+3xy =2

/x2+y2+22:1

eivat. Talla kurssilla késitelladn ainoastaan lineaarisia yhtaloité.

Mikili samoja muuttujia sitoo useampi lineaarinen yhtélo, kyseessa on line-
aarinen yhtaloryhma, joka on jo peruskoulusta tuttu. Esimerkiksi

r+y=1
2x+y =0

10



on kahden yhtalon lineaarinen yhtaloryhmé eli yhtéalépari. Yhtaloryhmén
(samoin kuin yhtélon) ratkaisu koostuu muuttujien niistd arvoista, jotka to-
teuttavat kyseiset yhtalot. Esimerkkimme tapauksessa ratkaisuja on vain yk-

. =-1 . . . i I .
si: { xy o - Tapauksesta riippuen lineaarisella yhtaloryhmélla on yksi,

aarettoman monta tai ei lainkaan ratkaisuja.

2.2 Lineaarisen yhtaloryhman ratkaiseminen

Yhtéloparien ratkaisemista kéasitelladn jo peruskoulussa. Ratkaiseminen pe-
rustuu kahteen seikkaan: yhtaloryhmén ratkaisujen muuttumatta voidaan

e [askea yhteen tai vihentda yhtaloitéa toisistaan puolittain
e Kertoa yhtéaloitd nollasta poikkeavalla luvulla
Peruskoulussa ratkaisuun kiytettiin kahta eri metodia. Ratkaistaan yhtalo-
pari
r+y =1
20 +y = 0
kahdella eri tavalla.

Tapa 1: Sijoittaminen. Ratkaistaan ensimmadisestd yhtalostda y = 1 — x ja
sioitetaan se toiseen yhtéloon: 2x + 1 — x = 0. Téasta ratkaistaan © = —1.
Sijoitetaan tdma ensimmaiseen yhtaloon, jolloin saadaan y = 2.

Tapa 2: yhtéaloiden yhteenlasku. Kerrotaan ylempi yhtalo luvulla —1 ja las-
ketaan yhtalot puolittain yhteen.

{w+y = 1 [-(=1)
0

2e+y =

—r—y = —1
+ 2c+y = 0

r+0=-1

Sijoitetaan tulos taas jompaan kumpaan alkuperiiseen yhtdl6on ja saadaan
sama vastaus kuin edell&.

Seuraavaksi tutustutaan uuteen tapaan ratkaista yhtéaloryhmia. Se on késin

laskiessa toisinaan nappéréa, mutta ennen kaikkea tarvitsemme sen matriiseja
varten. Aluksi kehitetdédn merkintoja.

11



2.3 Gaussin eliminaatiomenetelma

Otetaan kayttoon merkinta -a |, joka tarkoittaa "lisdtaén ylempi yhtélo alem-
paan luvulla a kerrottuna”. Ylempaa yhtéaloa ei muuteta. Téllaista toimitusta
kutsutaan Gaussin muunnokseksi. Muunnokselle ei ole vakiintunutta merkin-
téa, tdssa kiytetty nuolimerkinté ei ole standardi. Sen avulla yhtdlon ratkaisu
voidaan kirjoittaa seuraavasti.

(~nyy §rte =]
2c+y = 0 || lisitdén puolittain —x —y = —1

r+0 = -1

y = 2
T = -1

Vastaus on nyt helposti luettavissa. Viela yksinkertaisempaan paastaén, kun
korvataan yhtalot kaaviolla, johon on merkitty ainoastaan kertoimet ja va-

kiotermit. Yhtéloparia
r+y =1
2c+y = 0

1 111

(=1) 1 { r+y = 1 || lisitdén puolittain —z =1

merkitdan kaaviolla

2 110

Kaavion ensimméinen sarake kertoo muuttujan x kertoimet, toinen sarake
muuttujan y kertoimet ja kolmas vakiotermit. Nyt yhtaloparin ratkaisemi-
nen nayttas talta:

1 1)1
VT
1 1] 1
0 1| 2
1 0|—-1
Téasta ndhdéan vastaus y = 2, x = —1. Ratkaisemisen voi tehda myo6s toisessa

jarjestyksessé.:

12



1] 1
1T 1] =
1 0|-1

1 0]-1
0 1| 2

Vastaus on toki sama kuin ennenkin. Lyhennysmerkintda kiytettéessa tulee
aina muistaa, mitd on tekeméssa: Numerot merkitsevit yhtaloiden kertoimia
ja vakiotermejé; kyse on vain yhtéloiden kertomisesta luvulla ja niiden las-
kemisesta yhteen. Missa vaiheessa tahansa voi palata tavalliseen merkintéan,
jos hahmotaminen on vaikeaa.

Vaikka yhtéloita olisi enemmaén kuin kaksi, ratkaisu tapahtuu samoin kuin
edelld. Yhtaloryhmalle tehddédn Gaussin muunnoksia, kunnes kussakin sarak-
keessa on jéljelld vain nollia ja yksi ykkonen. Tétd menetelmééd kutsutaan
Gaussin-Jordanin eliminaatiomenetelméksi. Puhumme jatkossa lyhyesti vain
Gaussin menetelmaésté, vaikka se itse asiassa tarkoittaa ratkaisutapaa, jossa
yhden muuttujan selvittyéd ruvetaan sijoittamaan sen arvoja muihin yhtaloi-

hin.

Saksalainen matemaatikko ja fyysikko Carl Friedrich Gauss, 1777-1855

13



Esimerkki. Ratkaistaan Gaussin-Jordanin eliminaatiolla yhtaloryhmé

20+ +22—-2 = 0
T+y = 11—z
24+ 2+3y+3 = 1

Sivennetadn yhtalot standardimuotoon:

T +2y+2z= 2
r+yt+z= 1
204+3y+ 2 =—2

Muunnetaan lyhennettyyn merkintaan ja ryhdytaan jarjestelmallisesti elimi-
noimaan kertoimia nolliksi.

1 2 2| 2
(=1) § 11 1] 1
(=2) "2 3 1| -2

-2 1 2 2 2

gO -1 -1 -1

(=1) "0 -1 -3| -6

1 0 0| 0
0 -1 -1| -1 |:(-1)
0 0 -2/ -5 |:(-2)
1 0 0| 0

(-1 ¢c0 1 1) 1
0 0 1] 2
1 0 0| 0
0 1 0]-2
0 0 1| 2

Nyt voidaan palata tavalliseen merkintaén ja ndhdé vastaus:

X g

<

I

|
Njowlw O

A =

Tulee huomata, ettd Gaussin muunnoksia voi tehdd monessa eri jarjestyk-
sessd. Nyt aloitettiin puhdistustyo x-sarakkeesta, toisinkin olisi voitu valita.
Kasin laskien laskut ovat helpoimmat, kun luvut pysyvat mahdollisimman
pienind ja ennen kaikkea kokonaislukuina. Usein tdmaé ei kuitenkaan ole mah-
dollista.

14



Huomautus kasin laskemisesta

Mikili ainoana tavoitteena on ratkaista yhtaloryhmé kasin, Gaussin muun-
nokset voidaan lopettaa, kun vasen alakolmio on muutettu nolliksi. Taémén
jalkeen voidaan sijoittaa. Edellinen esimerkki menisi néin:

1 2 2] 2
(0 -1 1]
(-1) "0 -1 -3|-6
1 2 2] 2

1Al -1 ] s(-1)

0 0 -2[-5 [:(-2)
1 2 2] 2
1 1|1
0 0 132

Saatiin siis

r + 2y + 2z = 2
y + z =1
_ 5
= 3
Tastéa voidaan sijoittaa z keskimmaiseen yhtaloon ja saada y = —%. Lopuksi

sijoitetaan y ja z ylimpaan yhtdloon ja saadaan x = 0.
Tama menetelmé on varsinainen Gaussin eliminaatio. Aiemmin esitetty Gauss-

Jordan on kuitenkin vilttamaton jatkossa, joten kannattaa opetella suoraan
se.

15



Monen yhtaloryhman ratkaiseminen kerralla

Halutaan ratkaista yhtaloryhmét

—r4+3y =1 " 243w = -2
2 +5y = 0 2 +5w = 4
Lyhennysmerkinnéssa tilanne nayttaa talta:
-1 3|1 -1 3|-2
-2 5|0 -2 5| 4

Havaitaan, etta yhtaloryhmien kertoimet ovat samat ja vakiotermit erit. Kos-
ka Gaussin eliminaatiomenetelméssé vakiotermit eivit mitenkddn vaikuta
kertoimien késittelyyn, voidaan yhtaloryhmét ratkaista yhté aikaa. Kirjoite-
taan molemmat vakiotermirivit ndkyviin ja suoritetaan Gaussin muunnokset
molemmille:

T,y zZ,W
N

1 3| 1 =2

-1 3| 1 =2

31 0 —1| — 8

=)

|
—_

|
N}
oo
—~

|
—_
~

Nyt voidaan lukea

Tata temppua tarvitsemme luvussa 3 kddnteismatriisin méarittdmiseen.
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2.4 Lineaarisen yhtaloryhman ominaisuuksia

Lause. Lineaarisella yhtaloryhmaélla on ratkaisuja joko
e tasan yksi
e ci lainkaan tai
e Jarettoman monta.

Seuraavassa esimerkkeji. Todistamme lauseen lopuksi.

Kaikilla yhtaloryhmilla ei ole ratkaisua

Yhtaloryhmén ratkaisuksi kutsutaan niitd muuttujien arvoja, joilla kaikki yh-
taloryhméan yhtalot ovat yhté aikaa tosia. Mikéli yhtalot eiviat voi olla yhta
aikaa tosia muuttujien arvosta riippumatta, yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.

Esimerkki. Tarkastellaan yhtaloparia

r+2y = 3
r+2y = 5.

Lienee ilmeisté, ettd emme voi 16ytaa lukuja = ja y, jotka toteuttaisivat mo-
lemmat yhtalot, koska kyseinen yhtdlopari vaittda 3 = 5 lukujen = ja y
arvoista riippumatta. Mikéli yhtaloparia yritetdan ratkaista Gaussin elimi-
nointimenetelmallé, torméatadn heti ristiriitaan:

1 23
UL o)

1 213
0]2

Alempi yhtalo kertoo 0-x+0-y = 2 eli 0 = 2, mika on ristiriita. Siispa ei ole
olemassa lukuja x ja y, jotka toteuttaisivat yhtéa aikaa molemmat yhtalot.

Aina ratkaisun puuttuminen ei ole yhté ilmeistd, mutta Gaussin elimi-
naatiomenetelmad kiyttamalld asia selvidd. Mikéli jollekin riville tulee ker-
toimiksi pelkkié nollia ja vakiotermiksi nollasta poikkeava luku, ollaan paa-
dytty ristiriitaan ja ratkaisuja ei ole.
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Joillakin yhtaloryhmilld on aarettoman monta ratkaisua

Tarkastellaan yhtaloparia
r—2y = 3
2v —4y = 6.
Huomataan, ettd alempi yhtéld onkin sama kuin ylempi yhtalo, mutta vain

kahdella kerrottuna. Se ei siis anna lisdinformaatiota. Tama huomataan myos

Gaussin eliminaatiolla:
1 —-213
=24 5 e

1 =213
0 00

Alin rivi kertoo 0 = 0, miké on toki totta, mutta ei kerro mitdan muuttujista
x ja y. Alempi rivi voidaan siis poistaa.

Yhtaloparimme on kutistunut yhdeksi yhtaloksi: x — 2y = 3. Téalla yhta-
16114 on darettoméan monta ratkaisua, silla voidaan ratkaista x = 2y + 3. Nain
jokaiselle luvulle y voidaan laskea pariksi x kyseisella kaavalla. Yhtéloparin
vastaus voidaan ilmoittaa nain:

r=2y+3
yelR
tai hienommin
{x:2c+3 _ceR
y==c

Jalkimmaistd muotoa kutsutaan parametriesitykseksi.

Vapaasti maariteltavid parametreja voi jaada useampiakin kuin yksi, kuten
seuraavassa esimerkissd nahdaén.

Esimerkki. Ratkaistaan yhtéaloryhma

rT—=2y+z—w = -1
2r4+y—2z+4+3w = 3
3r —y + 2w = 2

Téassé kolmas yhtélo on kahden ensimméisen summa, eikd siten sisalla lisaa
informaatiota. Katsotaan, mitd tapahtuu jos lahdetdén suoraviivaisesti kéyt-
tdmadn Gaussin eliminointia.
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1 -2 1 -1/|-1
0 5 -3 5|5
0 5 -3 5] 59

1 -2 1 -1|-1
0 5 =3 5| 5 |:5

1 -2 1 —1|-
2T 1 -2 1] 1
1 0 -t 1] 1
1 -2 1] 1

Nyt Gaussin muunnoksia ei voida enédd tehdé ilman, ettd jokin jo saavute-
tuista nollista katoaa. Tarkastellaan tilannetta vield tavallisesssa merkinta-
tavassa:

)

:c—éz+w = 1
y—%z—i—w =1

misté ratkaistuna

r = 1+ %z —w

y = 1+ %z —w
Muuttujat z ja w voidaan valita mielivaltaisesti, jolloin x ja y méaraytyvat
esitettyjen kaavojen mukaan. Vastaukseksi kirjoitetaan

le%—éc—d

y=1l+5c—d ., ceR, deR
z=c

w=d
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Yhtaloita ja muuttujia eri maara

Tahan mennessé on késitelty 1ahinna yhtaloryhmié, joissa muuttujia ja yh-

taloita on ollut yhtd monta. Néin ei tietenkdédn aina ole. Yhtaloryhmaa, jos-

sa on yhtéloitd enemmén kuin muuttujia, kutsutaan ylimdaratyksi; mikéali

muuttajia taas on enemman kuin yhtaloitd, yhlaloryhmé on aliméaératty.
Ratkaisuista voidaan sanoa seuraavaa

e Mikali yhtaloitd on saman verran kuin tuntemattomia, yhtaloryhmalla
on yleensa yksi ratkaisu.
Ratkaisuja voi olla my6s ddrettoméan monta tai ei lainkaan.

e Mikali yhtél6ita on vahemmén kuin tuntemattomia (aliméaératty),
yhtaloryhmalla on yleensa dérettoman monta ratkaisua.
On mahdollista, ettéd ratkaisuja ei ole lainkaan.

e Mikali yhtél6itd on enemmén kuin tuntemattomia (ylimaaratty),
yhtéaloryhmallé ei yleensé ole ratkaisua.
Ratkaisuja voi olla my6s yksi tai ddrettomén monta.

Tama on helppo ymmartaa, kun tarkastellaan seuraavaa esimerkkié. Yhta-

l6parilla
r—y = 1
2r+y = 5

T =2

y=1.
Jos lukujen x ja y vaaditaan lisdksi toteuttavan kolmas yhtalo © +y = 7,
seuraa ristiriita 2 4 1 = 7. Néin ollen ylimaaratylla yhtaloryhmalla

on ratkaisu

r—y = 1
20 +y =
r+y =7

ei ole ratkaisua. Kun kahdelta luvulta vaaditaan kolmea ehtoa, tulos on yleen-
sé& mahdoton.

Jos taas alkuperaisesta yhtéaloparista poistetaan toinen yhtélo, jaljelle jaa
xr —y = 1, ja ratkaisuja 16ytyy ddrettoméan monta muodossa z =y + 1.

Korostettakoon viela, ettda yhtaldiden ja muuttujien lukumééréasta riip-
pumatta ratkaisuja voi olla yksi, ei lainkaan tai ddrettoman monta. Ainoa
erikoistapaus on se, ettei alimadratylla yhtaloryhmaélla voi olla tasan yhta
ratkaisua. Lukijaa kehotetaan keksiméén esimerkkeja yliméaaratyista yhta-
l6isté, joilla on ddrettoméan monta ratkaisua sekd alimaaratyisté, joilla ei ole
ratkaisua.

Yhtaloiden ja muuttujien lukuméaarasta riippumatta kaikki lineaariset yh-
taloryhmét voidaan ratkaista Gaussin eliminaatiomenelmalla.
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Todistus ratkaisujen olemassaolosta ja lukuméaarasta

Lause. Lineaarisella yhtaloryhmélla on joko yksi, nolla tai ddrettémén mon-
ta ratkaisua. Lineaarinen yhtaloryhmé voidaan aina ratkaista Gaussin elimi-
naatiolla.

Todistus.
Tarkastellaan lyhennysmerkinnéssé lineaarista yhtaloryhméé, jossa on n tun-
tematonta ja m yhtédlod. Se nayttaa talta:

a;pn G2 @13 - Qip by
a21 Q22 Q23 -+  Q2p by
as;  aszy Qsy - A3y | b3
Am1 Am2 Qm3 - Amn bm

Voimme olettaa, ettd jokaisessa sarakkeessa viivan vasemmalla puolella on
ainakin yksi nollasta poikkeava kerroin (silld muuten kyseinen tuntematon
el itse asiassa esiintyisi yhtéloryhméssd). Tama tilanne sdilyy, vaikka yhté-
loryhmalle tehtaisiin Gaussin muunnoksia: sarakkeen kaikki kertoimet eivét
voi muuntua nolliksi. (Miten viimeinen voisi kadota?)

Jérjestetddn nyt yhtélorivit siten, ettd a;; # 0. Eliminoidaan muut sa-
rakkeen kertoimet nolliksi. (Alempien rivien kertoimet muuttuvat.) Saadaan:

a1 a2 a3 - Qi | by
0 Ay Qg3 -+ Qg | bo
0 az asz --- as, |bs
0 Am2 Am3 -~ Amp bm

Tamén jalkeen vaihtoehtoja on kaksi.

1° Jos kaikki toisen sarakkeen luvut toisesta lahtien (eli @gs, ..., am2) ovat
nollia, siirretdédn kyseinen sarake viimeiseksi eli vaihdetaan muuttujien jar-
jestysta.

2° Jos jokin kertoimista aoo, ..., a2 ei ole nolla, siirretdén sen rivi toiseksi
riviksi ja eliminoidaan. Saadaan

* * *
an 0 ay - ay, 21
0 ax as --- G, | b2
* * *
* * *
0 0 aps -+ an,,|b,
Seuraavaksi tarkastellaan kolmannen sarakkeen lukuja a3s, ..., a5 ja toimi-

taan kuten edelld. Eliminointia jatketaan sarake sarakkeelta, kunnes sita ei
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voida enéd jatkaa. Sanottakoon, ettd onnistumme tekeméén k eliminointia.
Lopuksi jaetaan kukin rivi diagonaalille jaaneilld luvuilla, jolloin diagonaalille
saadaan ykkoset. Alla nollat on jéatetty merkitsemétta.

1 Ai(k4+1) 0 Qin B
1 Qo(k+1) "+ Qopn B
L ey "+ Qkn | Be
Br+1
Brm
Jos eliminoinnin seurauksena saatiin nollariveji, ne ovat riveilla k+1,...,m.
Vastaavasti voi olla, etté kaikkia sarakkeita ei voida eliminoida, «a:lla merkit-
tyja kertoimia on jaanyt sarakkeisiin k +1,...,n.

Nyt ndhdaéan, ettd yhtaloryhmaélla on ratkaisuja
1. Ei yhtaan, kun jokin luvuista 8.1, ..., 3, ei ole nolla.

2. A#rettdmin monta, kun luvut Brks1, - -+, Bm ovat nollia ja k < n.
(Té&lloin sarakkaiden k + 1,..., n muuttujat voidaan valita vapaasti.)

3. Tasan yksi, kun luvut fx.1,..., 3, ovat nollia ja k = n.

Kaikki lineaariset yhtéloryhmét voidaan siis ratkaista Gaussin eliminaatio-
menetelmalld ja ratkaisuja on joko yksi, ei lainkaan tai darettoméan monta.

g

2.5 Yhtaloryhmien geometrinen tulkinta

Muuttujien z, y, z, ... voidaan tulkita tarkoittavan koordinaatiston koordi-
naatteja. Esimerkiksi tason pisteiden koordinaatit ovat jarjestettyja pareja
(x,y) ja avaruuden pisteet muotoa (z,y, 2).

Kun koordinaatteja sitoo lineaarisella yhtalolla, ratkaisujoukkona on yhté
ulottuvuutta pienempi olio. Esimerkiksi yhtéalon x + y = 1 ratkaisujoukko
(x,y)-tasossa on suora y = —z+ 1. Vastaavasti kolmiulotteisessa avaruudessa
(x,y, ) yhtdlo x = 0 rajaa ratkaisujoukoksi (y, z)-tason.

Yleisesti n-ulotteisessa avaruudessa on n vapaata muuttujaa, ja lineaa-
rinen yhtaloryhma vahentda vapaiden muuttujien méaaraéd yhdella. Jokaisen
lineaarisen yhtélon ratkaisu rajaa siis m-ulotteisesta avaruudesta (n — 1)-
ulotteisen aliavaruuden. Lineaarisen yhtaloryhméan ratkaisu koostuu néiden
aliavaruuksien yhteisisté osista.
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Yhtéalopari tasossa

Yhtéloparin kummankin yhtalon ratkaisujoukko on suora. Jos suorat eivit
leikkaa (eli ovat yhdensuuntaiset), yhtaloparilla ei ole ratkaisuja. Yksikésit-
teinen ratkaisu loytyy, mikéli suorat leikkaavat yhdessi pisteessa. Ratkaisuja
on adrettonmin monta, jos suorat yhtyvét eli ovat samat.

o

Yhdensuuntaiset, leikkavat ja yhtyvét suorat

Kolme yhtéloa, kolme tuntematonta

Kolme vapaata muuttujaa edustaa avaruutta, joten jokaisen lineaarisen yh-
taloryhmén ratkaisujoukko on taso. Kolme tasoa voi leikata toisensa monella
tavalla. Téassa esimerkkeja.

Yksi ratkaisu Adrettoméin monta ratkaisua

Ei ratkaisua
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2.6 Lineaarisen yhtaloryhman matriisimuoto

Edella olemme kasitelleet lineaarisia yhtaloryhmia kokonaisuuksina, joilla on
tiettyja ominaisuuksia. Téméa ajattelutapa tulee erityisen luontevaksi, kun
yhtaloryhma esitetddan matriisien avulla. Merkinnédn etuna on, ettd se on
tavattoman tiivis ja helpottaa teoreettisia tarkasteluja. Valitettavasti kisin
laskemiseen emme tésti saa apua.

Lineaarinen yhtaloryhmé voidaan esittdd matriisien avulla seuraavasti.
Olkoot yhtaloryhmassa m yhtalod ja n tuntematonta. Merkitdén kertoimia
a;;, muuttujia x; ja vakiotermeja b;.

a;1ry + apres + ... + apT, = b1
a21T1 + Gx2 + ... T+ Qp¥n, = bg
Am1T1 + QmaTos + ...+ amnZn = by,

Kaikki m yhtaloa voi esittdd kahden m x 1-vektorin yhtdsuuruutena:

a1y + apprz + ...+ 41Ty, by
a21r1 + a2ry + ... + ATy by
Am1T1 + AmaT2 + ...+ Apap bm

Koska kullakin rivilla esiintyvét samat muuttujat x;, ne voidaan poimia eril-
liseen n x 1-vektoriin ja esittdéd yhtélon vasen puoli matriisien tulona:

a;iy a2 - Qp T by

ag1  A22 -+  Aa2p X2 by

Am1 Qm2 - Amn Tp bn
mXn n X1 m X 1

Valmista tuli! Otetaan kidyttoon lyhyet merkinnét

11 Q2 - Q1p X1 by

Qg1 A22 - dgp _ Ho) - by
A= , T = , b= ,

Am1 Am2 - Amn Ty, bm

jolloin koko yhtaloryhmé voidaan kirjoittaa siististi

Yhtéaloryhmén ratkaiseminen on muuttunut tdméan matriisiyhtalon ratkaise-
miseksi. Ongelma késitelladn seuraavassa luvussa.
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Luku 3

Kaanteismatriisi ja determinantti

3.1 Determinantti

Determinantti on n x n-yhtéloryhmén kertoimista (tai n x n-matriisista) las-
kettava luku, jonka avulla voi tarkistaa, ratkeaako yhtaloryhmé yksikasitei-
sesti. Determinantilla on myos muita ominaisuuksia, mutta edelld mainittu
on tarkein.

Motivointi

Yhden muuttujan lineaarisella yhtalolla
ar =b

on yksikasitteinen ratkaisu tdsmaéllaén silloin, kun a # 0. Lukua a voidaan
kutsua yhtalon determinantiksi. Yhtéalo ratkeaa, kun determinantti ei ole
nolla.

My6s kahden tuntemattoman lineaarisen yhtéaloparin ratkeavuus on suh-
teellisen helppo tarkistaa. Ratkaistaan yhtalopari

ar +by = e
cx+dy = f.

Kun a # 0, voidaan ratkaista seuraavasti:

a b e
c d f |-a
a b e
(=) ac ad af
a b e
0 ad—bc|af —ec
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Nyt jos luku ad — be # 0, silla voidaan jakaa alempi yhtélo ja yhtéloryhmé
ratkeaa yksikasitteisesti. Jos taas ad —bc = 0, yksikasitteista ratkaisua ei ole:
ratkaisuja on joko ddrettoméan monta (jos myos af — ce = 0) tai ei lainkaan.
Determinantti ad — be siis méaardéa, ratkeaako yhtéalopari yksikésitteisesti vai
el.

Edelld oletettiin, ettd a # 0. Jos taas a = 0, determinantti typistyy
tuloksi —bc. Se on nolla, kun b = 0 tai ¢ = 0. Kummassakaan tapauksessa
yhtéloparilla ei ole yksikésitteistd ratkaisua. Jos taas b # 0 # ¢, ratkaisu
16ytyy. Luku ad — bc on siis yleispéatevd mittari yhtaloryhméan ratkeavuudelle.

Kun yhtéloiden ja tuntemattomien méaéra kasvaa, determinantti muuttuu
monimutkaisemmaksi, mutta se on kuitenkin yksikésitteinen luku, joka on
laskettavissa. Seuraavaksi determinantin yleinen mééritelma.

Determinantin maaritelma

Determinantti on n X n-nelidmatriisista laskettava luku. Matriisin A deter-
minanttia merkitddn det A tai korvaamalla matriisia ympéaroivit sulut pys-
tyviivoilla:

a1 Q2 -+ Aip
. . Qg1 Q22 -+ QA2p
matriisin A= ]
An1 Ap2 - Ann
@11 Q12 - Alp
. . e a1 Qg2 -+ d2n
determinanttia merkitdan det A = ]
Ap1 Gp2 - App

1 x 1-matriisin determinantti on sen ainoa alkio:
detla] = a.

2 x 2-matriisin determinantti lasketaan seuraavasti:
a b
det =
Yleisesti determinantti méaritelldén rekursiivisesti (itseensd viitaten) siten,
ettd se palautuu pienempien determinanttien laskemiseen ja lopulta 2 x 2-
determinanttiin.

Otetaan hetkeksi kidyttoon merkinté (A);;, jolla tarkoitetaan alimatriisia,
joka syntyy kun matriisista A poistetaan i:s rivi ja j:s sarake.

a b
c d

’:ad—bc.
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Esimerkiksi jos

a b ¢
A=|d e f |,
g h 1|
niin f
d
(A2 = g i

Determinantti lasketaan seuraavasti
1. Valitaan jokin rivi tai sarake.

2. Lasketaan kutakin tdmén rivin (tai sarakkeen) alkiota vastaavien ali-
matriisien determinantit

3. Kerrotaan kukin alideterminantti vastaavalla valitun rivin (tai sarak-

keen) alkiolla.

4. Lasketaan ndmaé tulot yhteen vaihtuvalla etumerkilla.
(Joka toinen +, joka toinen —.)

Etumerkki maaraytyy “shakkilautasdénnén” mukaan:

+ - 4+ -
-+ - 4+
+ - 4+ -
-+ - 4+

Alimatriisen determinantit lasketaan samalla tavalla, kunnes paadytéaan
2 x 2-determinantteihin. Téta kutsutaan determinantin kehittamiseksi rivin
i (tai sarakkeen j) suhteen.

Sama tiiviisti ilmaistuna: kehittdminen rivin ¢ suhteen antaa

detA = i(—l)”jdet[(A)ij].

Esimerkki:

(3% 3)-determinantti kehitettyné 1. rivin suhteen
a b c
d e f :a}i{—b'd{‘—i-c Z‘
g b g g

= aflei— fh) —b(di — fg) + c(dh — eg)
= aei—afh+bfg— bdi + cdh — ceg
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Lasketaan sama 3x 3-determinantti kehitettyné 2. sarakkeen suhteen.

o0
g 1

Q@ Q.

OIS

S-S 0
|

= —b(di— fg) + e(ai —cg) — h(af — cd)
= —bdi+bfg—ceg+ aei —afh+ cdh

Tuli sama tulos! Tamé yleistyy: determinantin arvo ei riipu valitusta rivista

tai sarakkeesta.

Determinantin ominaisuuksia

e Determinantin arvo ei riipu siitd, minké rivin tai sarakkeen suhteen
determinantti kehitetdan.

o det (AT) =det A

e Kahden rivin paikkojen vaihtaminen vaihtaa determinantin etumerkin.
e det (c- A) =" - det A, koska luku ¢ tulee mukaan tuloon joka rivilta.
o det(AB) =detA - detB

e Determinantin arvo ei muutu Gaussin muunnoksissa.

e det A = 0 tésmélleen silloin kun vastaavalla yhtéloryhmaélla ei ole yk-
sikésitteista ratkaisua.

Naista kaksi viimeistéd ovat erityisen téarkeita.

Determinantin laskeminen kiytannossa

[sojen determinanttien laskeminen on tyolasta. Laskuja helpottaa merkitta-
vésti se, ettd determinantin arvo ei muutu Gaussin muunnoksissa.
(Tamé& on luonollista, koska Gaussin muunnokset eivit muuta yhtélon rat-
kaisuja.) Todistuksen sijasta tyydymme 2 x 2-esimerkkiin:

k1

a b
c d

a b
c+ka d+ kb

= a(d + kb) — b(c + ka) = ad + akb — bc — bka
= ad — be.
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Koska det (A7) = det A, voidaan Gaussin muunnoksia tehdd myés sarakkei-
den kesken! Determinanttia kannattaa muokata niin, ettd nollia on mahdol-
lisimman paljon, jolloin laskeminen on helppoa.

Esimerkki:

|
—_ =
=
=N W

—
[\
(@

= | -1 00
6

Kehitetdan 2. rivin suhteen, koska se on helpoin:

—_
—_

125

2 5 15 1 2
~1.0 0 :—(—1)‘ ‘+0' ‘—0‘ '
L1 16 16 11
=2.6-5-1="T.

Suuren determinantin laskeminen muokkaamatta suoraan maaritelméasta lah-
tien on erittédin tyolastd, joten Gaussin muunnoksia kannattaa kiyttaa. De-
terminantteja laskevat tietokoneohjelmat tekevét juuri niin.
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3.2 Kaanteismatriisi

Motivointi

Osiossa 2.6 todettiin, ettd lineaarinen yhtéaloryhma voidaan kirjoittaa mat-
riisiyhtaloksi

A-T=0,
josta vektori T tulisi ratkaista. Mikali A olisi luku, silla voitaisiin jakaa. Mutta
miten jakaa matriisilla?

Reaalilukujen tapauksessa jakaminen voidaan mieltda kdénteisluvulla ker-
tomiseksi. Jokaisella nollasta eroavalla luvulla a on kiédnteisluku a=!. Maari-
telmén mukaan luvun ja sen kiénteisluvun tulo on yksi. (5-57' =51 =1
ja niin edelleen.)

Matriisien tapauksessa jakolaskun korvaa kédanteismatriisilla kertominen;
varsinaisesta jakolaskusta ei puhuta. Tamaé lienee jarkeviaa vadrinkésitysten
valttamiseksi. Merkinté % voisi yhté luontevasti tarkoittaa laskua A- B~! tai
B~!- A, ja niiden tulos on yleensi eri (matriisitulo ei ole vaihdannainnen).

Kaanteismatriisin maaritelma

Neliomatriisin A kiédnteismatriisi A~! on matriisi, jolle pétee
AAT = ATTA=1T

Kéadnteismatriisi on mééritelty vain nelidmatriiseille. (Ja kaikilla nelidmatrii-
seillakaan ei ole kddnteismatriisia. )

Esimerkki: Matriisit

317 . 1 -1
RN A

ovat toistensa kddnteismatriiseja, silla
31 1 -1 10
an=5 0] s )=10 0]

m-[ 2 2] ]-130)

Voidaan siis merkitd B = A~ ja A = B~

ja
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Kaikilla matriiseilla ei ole kianteismatriisia

Nollamatriisilla ei ole ki&nteismatriisia, silld 0- A = 0 # [ kaikilla matriiseilla
A, joilla kyseinen kertolasku on mééritelty. Nollamatriisi ei kuitenkaan ole
ainoa kdénteismatriisiton matriisi. Esimerkiksi matriisilla

4 2
2 1
ei ole kidnteismatriisia, kuten pian osoitetaan.

Matriisi, jolla on kddnteismatriisi, on sdannéllinen eli kiadntyva. Jos kddnteis-
matriisia ei ole, matriisi on singulaarinen.

Kaanteismatriisin ominaisuuksia
Kéantyville neliomatriiseille A ja B pétee
o (A=A
o (AB)"'=B"1A"!

e Jos AB = I, niin my6s BA = 1.
Riittaa siis tarkistaa naista ehdoista toinen.

Todistetaan kaksi ensimmaista ominaisuutta.

Kadnteismatriisin méaaritelmén nojalla

(A HtAt = T |- A Kerrotaan oikealta.
(A1144 = .4
I

(Ail)il = A g
Vastaavasti

AB(AB)™ = T I
ATTABAB)™Y = A'.T |
1

A~'.  Kerrotaan vasemmalta.
B 1

B'B(AB)"' = B7'A™!
I

(AB)™' = B7lA7L
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Matriisin kaantaminen

Matriisin kidédnteismatriisin etsimistd kutsutaan kyseisen matriisin kidntami-
seksi. Kuinka matriisi sitten kddnnetdadn? Luonteva ldhtokohta on merkita
kidnteismatriisin alkioit tuntemattomiksi ja yrittia# ratkaista A~! yhtilos-
ti A- A7l = I. Tam4 vaatii lineaarisen yht#loryhmin ratkaisemisen, johon
puolestaan voidaan kayttdad Gaussin-Jordanin eliminaatiota. Menetelmé esi-
tellddn téssa esimerkin kautta.

3 —1
A
kéaanteismatriisi. Halutaan siis 10ytaa

Blz{i Z] jolle

Etsitdan matriisin

B-B'=1 el
3 -1 a b | 3a —c 3b—d | |10
-2 1 c d| | -2a4+c =2b+d| |0 1|

Auki kirjoitettuna tamaé tarkoittaa yhtéalopareja

3a—c =1 . 3b—d = 0
—2a4¢ = 0 7 —2b4+d = 1°
Huomataan, ettd on ratkaistava kaksi lineaarista yhtaloryhméa, joilla on sa-

mat kertoimet, mutta eri vakiotermit. Ratkaistaan molemmat yhtalot kerralla
kuten osiossa 2.3.

a,c bd
o
3 -1} 1 0

Nyt ensimmaéisesta vastaussarakkeesta voidaan lukea a = 1, ¢ = 2 ja toisesta
b =1, d = 3. Koottuna saadaan

oo 4]-[11]
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eli B~! on juuri se matriisi, joka muodostui eliminoitaessa pystyviivan oi-
kealle puolelle!

Tamé on Gaussin-Jordanin menetelméa matriisin kddntamiseksi, ja se yleistyy
luontevasta kaikille nelidmatriiseille, kuten seuraavassa esitetaén.

3.3 Gaussin-Jordanin menetelma

Gaussin-Jordanin menetelmé matriisin A kiddntamiseksi on seuraava. Kirjoi-
tetaan A:n alkiot ja sen viereen saman kokoisen yksikkomatriisin alkiot.

aix G2 - Qin ro -0
Ay Goy -+ Qop 01 --- 0
p1 Qna - Qpp o0 --- 1

Téassé ovat lyhennysmerkinnédssa kdanteismatriisin ratkaisemiseksi tarvitta-
vat n kappaletta n x n-yhtaloryhméaé. Ratkaistaan yhtaloryhmat yhta aikaa
(kuten osiossa 2.3) ryhtymaélld tekeméddn Gaussin muunnoksia. Suoritetaan
ratkaiseminen loppuun siten, ettd vasemmalle muodostuu yksikkomatriisi.
(Riveja voi joutua jarjestdméén lopuksi. )

10 --- 0 b1 by - by
01 -+ 0| by bag -+ by
00 - 1| by bug - by

Viivan oikealle puolelle muodostunut matriisi B on A:n kéé&nteismatriisi.
Mikali ratkaistaessa jollekin riville tulee viivan vasemmalle puolelle pelkkia
nollia, yhtaloryhméllé ei ole ratkaisua. (Silld oikealle puolelle ei voi syntyé

nollarivia!) T&ll6in matriisi ei ole kiantyvé.

Esimerkki kdantamisesta: Kddnnetaan matriisi

Kirjoitetaan matriisin alkiot seké yksikkomatriisi ja ryhdytaan ratkomaan.
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1
(—1) §1 1
(—2) "2 3
2 .1 2
o

(-1) "0 -1
1 0

0 -1

0 0

1 0

(-1) ¢0 1
(0 0

1 0

0 1

0 0

N =

D[RO [

Nyt voidaan lukea, etté

A7l =
Tarkistus:
-2
1
3 1
1

4 -2

21 2 1
nollat = 0 O
-2 1

D [0 | =

Matriisi C' ei ole kiddntyvél

NI = DN

N=NW DO

4 =2
-2 1|
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Determinantin yhteys kiadntyvyyteen

Koska matriisin kiddntdminen vastaa yhtédloryhmén ratkaisemista, matriisin
kiaantyvyyttd voidaan testata determinantin avulla. Determinantti kertoo,
ratkeaako yhtaloryhmé yksikésitteisesti. Kun det A = 0, matriisin kdantami-
nen ei onnistu.

Matriisi A on kidntyva tasmalleen silloin, kun det A # 0. |

Tulolle patee det (AB) = det A-det B. Tulon determinantti on siis nolla, kun
yhdenkin tulon tekijan determinantti on nolla. Saadaan laskusdannot

e kidntyva - kiddntyvd = kddntyva
e singulaarinen - kidntyva = singulaarinen
e singulaarinen - singulaarinen = singulaarinen

Téamé& on mielenkiintoinen analogia (vastaavuus) reaalilukujen kertolaskuun,
jossa yksikin nolla tekee tulosta nollan. Nollalla kertominen tekee misté ta-
hansa luvusta nollan; singulaarisella matriisilla kertominen tekee mista ta-
hansa matriisista singulaarisen.

3.4 Cramerin saanto

Nimitys Cramerin sdanto viittaa itse asiassa tapaan ratkaista lineaarinen
yhtaloryhma. Sitad ei kdsitelld tésséd, mutta kun sddntod sovelletaan kdén-
teismatriisin ratkaisemiseen, saadaan kiddnteismatriisille kirjoitettua suoraan
lauseke, joskin hieman monimutkainen.

Olkoon A neliomatriisi kokoa n x n. Merkinnélld (A);; tarkoitetaan matriisia,
joka jad jaljelle kun matriisista A poistetaan rivi ¢ ja sarake j. Kédanteismat-
riisin alkiot ovat kahden determinantin osamé&éria:

(—1)"*7 det [(A),]

A_"lj - det A
Koottuna kaanteismatriisiksi saadaan
[+ det[(A)y] —det[(A)n] +det[(A)s] - £det[(A)y,] |
) —det[(A)a1] +det[(A)aa] —det[(A)as] --- Fdet[(A)a]
Al = +det [(A)z1] —det[(A)se] +det[(A)ga] --- Ldet[(A)s,]
det A : : . :
| Edet [(A)n] Fdet[(A)no] Edet[(A)nz] -+ Fdet [(A)nn] |

Huomattakoon kaavaan merkitty transpoosi.
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Yleisen 2 x 2 -matriisin kaanteismatriisi

Kun Cramerin saédntod sovelletaan 2 x 2 -matriisiin A = [ 5], saadaan ali-
matriiseiksi 1 x 1-matriisit

(=1, (Awr=Id (A=, Ap=]d,

joiden determinantit ovat kyseiset luvut itse. Kdanteismatriisiksi saadaan

at =gttt —eelal [ 4]

4 [ d —b]
" ad—bc —c a |-

Tarkistetaan tuloksen oikeellisuus suoralla laskulla:
1 d —b a b | 1 da — be 0 |10
ad—bc | —c a c d|  ad-—bc 0 ad—cb | |0 1|°
Tulos kannattaa muistaa ulkoa:
a b]7H 1 d —b
c d Cad—be| —¢ a |’

Kaytannon laskennasta

Kumpaa menetelméé (Gauss-Jordania vai Crameria) sitten kannattaa kiyt-
taa matriisin kddntamiseen? Kéytadnnon laskuissa niin tietokoneella kuin ké-
sinkin Gauss-Jordan on ylivoimainen, silld se vaatii paljon vihemmaén lasku-
toimituksia. Cramerin sdannon heikkous on siiné, ettd suurien determinant-
tien laskeminen on tyoclésté.

Gaussaamalla n x n -matriisin yhden sarakkeen eliminoimiseen tarvitaan
2n-(n—1) = 2n? kertolaskua, joten n sarakeen eliminoiminen vie kokoluokkaa
2n3 kertolaskua. Laskennan vaativuus on siis verrannollinen matriisin koon
kolmanteen potenssiin.

Cramerin saantod kiyttien joutuu laskemaan n? kappaletta determinant-
teja, jokainen kokoa (n—1)x (n—1). Néistéd kukin vaatii (n—1)-(n—2)-...-3-2-1
lakutoimitusta, jos ne lasketaan suoraan kehittamaélla rivin tai sarakkeen suh-
teen (ks. tehtdava 30). Tatd tuloa on tapana merkitd (n — 1)!, joten yhteensé
kertolaskuja tulee n? - (n — 1)! = n - n! kappaletta. TAm& on merkittivisti
Gauss-Jordania huonompi tulos, kun n on suuri.

Tilannetta voidaan hieman tasoittaa laskemalla determinantit viisaasti
(jolloin kertolaskuja tarvitaan kokoluokkaa n?®), mutta se ei riiti pelastamaan
Cramerin saantod. Erdat edistyneemmaét algoritmin péaihittavit Gaussinkin
suurten matriisien tapauksissa, mutta ovat kovin monimutkaisia.
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3.5 Matriisiyhtalo

Nyt kun kddnteismatriisi on kdytosséd, osaamme ratkaista tehokkaasti yhté-
16ité, joissa esiintyy kertoimina ja tuntemattomina matriiseja.

Matriisiyhtalon ratkaisemiseksi on kéiytossd kolme keinoa. Yhtalon rat-
kaisujen muuttumatta voidaan

e lisidtd yhtdalon molemmille puolille sama matriisi
e kertoa tai jakaa puolittain samalla nollasta poikkeavalla luvulla
e kertoa puolittain samalla kdantyvilld matriisilla samasta suunnasta

Kertomisen suunta on tarkeé, koska matriisitulo ei ole vaihdannainen.

Esimerkki 1. Ratkaistaan yhtalo AX = B, missd A on kiddntyvd matriisi.

AX = B || A™'- (kerrotaan vasemmalta)
AT AX = AB || At A=
[-X = A'B || I-X=X
X = A'B

Vastaukseksi saatiin siis X = A~ B. Jos matriisi A ei olisi kiiéintyvi, yhtélon
ratkaisu olisi paljon tyclaampad. Yhtalo taytyisi kirjoittaa auki komponen-
teittaain ja ratkaista yhtaloryhma.

Esimerkki 2. Ratkaistaan X, kun A, B ja C ovat kddntyvid neliomatriiseja:

2AXB-C = 2A+C | +C
2AXB = 2A+2C | :2
AXB = A+C | AL
XB = AYA+0) | B!

X = AYA+CO)B™.

3.6 Lineaarisen yhtaloryhman ratkaisu

Kuten osiossa 2.6 todettiin, lineaarinen yhtaloryhma

a;1ry + @122 + ... + QpnTn, = b1
a211 + 92919 + ... + Aonly, = b2
Am1T1 + QmaTos + ... + ampZn = by,

voidaan esittdd matriisimuodossa

A-T=b,
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kun merkitdan

@113 Q2 - Qin T by

Q21 Q22 -+ Q2 _ T2 — by
A= . . ) . , T = , b=

Am1 Am2  ° Amn Tn bm

Kyseisen matriisiyhtalon ratkaisu jakautuu kahteen tapaukseen.

1° Kun A on kdéntyva (eli det A # 0), voidaan ratkaista
Az = b || AL
T = A'D.
Ratkaisuja on tasmaélleen yksi.

2° Kun det A = 0 tai A ei ole neliomatriisi, ei matriisia voida kiddntad. Rat-
kaisuja on ddrettéméan monta tai ei lainkaan. Yhtaloryhmaé taytyy ratkaista
esimerkiksi Gaussin eliminaatiomenetelmallé, jolloin selvidd, kummasta ta-
pauksesta on kysymys.

Huomautettakoon, ettd ylimaarattya yhtaloryhméa ratkottaessa yhtaloi-
den mééré voi viahentyé (esimerkiksi kahdesta samasta yhtalosté toinen voi-
daan jattda pois), jolloin voidaan vield padtyd neliomatriisiin. Se voi olla
kaantyvé, jolloin yksikésitteinen ratkaisu sittenkin 16ytyy.

Jos halutaan ainostaan ratkaista lineaarisia yhtaloryhmia kynélld ja pape-
rilla, matriiseilla laskeminen ei sidésta vaivaa. Matriisimerkintad on kuitenkin
hyvin lyhyt verrattuna perinteiseen tapaan, ja on siksi teoreettisen tyon kan-
nalta hyodyllinen tassédkin yhteydessa.

Tahén paattyy matriisien perusteiden lapikédynti. Seuraavat kolme lukua esit-
televat matriisien sovelluksia erilaisissa yhteyksissa. Sovellukset on valittu si-
ten, ettéd vaadittavat pohjatiedot olisivat mahdollisimman véhéiset. Kyseessa
ei siis ole mitenkaédn edustava otos matriisien kiytosté; matriiseihin voi olet-
taa torméavansa jossakin muodossa useimmilla matematiikan aloilla.
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Luku 4

Kuvaukset tasossa

Tason pisteen voi kuva yksikésitteisesti kahdella luvulla, kun kiytossa on
koordinaatisto. Perinteisessa (x, y)-koordinaatistossa koordinaatit = ja y méa-
radvit pisteen. Tamén informaation voi tallentaa kétevésti vektoriin [} ]. Jo-
kaista tason pistettd vastaa yksi vektori. Kolmiulotteisen avaruuden pisteet
ovat puolestaan esitettévissa kolmialkioisilla vektoreilla.

Tassa ajattelutavassa matriiseilla on luonnollinen yhteys funktioihin eli
kuvauksiin. Funktiolle syotetaén vektori, ja funktion arvo on toinen vektori.
Tietynlaisia funktioita voidaan esittda luontevasti matriiseilla, silld matriisil-
la kertominen muuttaa vektorin toiseksi vektoriksi. Funktioita, joiden lauseke
on muotoa

f(x) = Az
kutsutaan lineaarisiksi.
Funktioita merkitdan usein edelld esiintyneen perinteisen merkinnan si-
jasta kannallisella nuolella:
T — AT.

Merkitys on sama kuin aiemmin. Vektori T syotetda funktiolle ja tulos on
AZ. Nuolimerkintdéd kiytettdessd puhutaan yleensd kuvauksesta; kuvaus ja
funktio ovat synonyymeja.)

4.1 Yleisesti lineaarikuvauksista

Esittelemme téssé lineaarikuvaukset hyvin lyhyesti. Aihe laajenisi luontevas-
ti kéisittelemddn vektoriavaruuksia (varsin keskeinen kiisite matematiikassa),
mutta siithen ei mennéa tassa.

Maaritelma. Lineaarikuvaus on nimitys funktioille f, joille pétee
L f(z+7y) = f()+ f(y)
2. f(az) = af(z).
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Téssd a on jokin reaaliluku ja z vaikka millainen matemaattinen olio, esi-
merkiksi luku tai vektori.

Olkoon T +— ¥’ lineaarikuvaus. Madritelméasta seuraa, ettd vektorin z’ kom-
ponentit riippuvat vektorin f(Z) komponenteista jollakin lineaarisella lausek-
keella. Jos vektorissa Z on n komponettia ja vektorissa ' m komponenttia,
saadaan

T4 1171 + @122 + ... + A1pTy
/
-, T a91T1 + A92x9 + ... + GonTy
x A1 L1 + AmaZo + ...+ QonTn
aix a2 -+ Q1p x
Q21 Q22 -+ Q2p X2 B
= . = Az.
L m1 Qm2 * Qmn 1 i

Jokaiseen lineaarikuvaukseen voidaan siis liittdé matriisi A, jonka komponen-
tit sisdltavat kaiken tiedon kuvauksesta. Juuri tétd varten matriisien kerto-
lasku méadritellddn niin kuin tapana on. Jos f(z) = AZ ja ¢(Z) = Bz, kahden
perékkéisen kuvauksen lopputulos saadaan kertomalla matriisit: ¢ [f(Z)] =
g(Az) = BAzZ.

4.2 Affiinikuvaukset

Affiinit kuvaukset ovat kuvankasittelyn perustyokauluja. Kun tietokoneruu-
dulla halutaan venyttdd, pienentéé, kiertda tai peilata kuvia, kyseessé on af-
fiini kuvaus, jonka tietokone laskee kuvan pisteille. Myos 3D-grafiikka toimii
matriiseilla (esimerkiksi tietokonepeleissé).

Matemaattisesti affiinit kuvaukset ovat lineaarikuvauksia, joihin on mah-
dollisesti lisdtty siirto. Tyydymme tésséd tarkastelemaan kuvauksia (x,y)-
tasossa.

esee » . oy eees _ . — / _ —
Madritelmé. Merkitdén z = [§] ja @ = [zﬂ Tason kuvaus z — Z’' on
affiini, kun se on muotoa
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Lause. Affiinilla kuvauksella on seuraavat ominaisuudet

1. Samalla suoralla olevat pisteet ovat samalla suoralla myos kuvauksen
jalkeen.

2. Samalla suoralla olevien janojen pituuksien suhteet sailyvit kuvaukses-
sa (ellei suora kuvaudu pisteeksi).

Todistus. Olkoot Z; ja Zo kaksi tason pistetta. Samalla suoralla niiden vélissa
olevat pisteet T ovat muotoa

T =1tZ1 + (1 — t)Ty, missa t €0, 1].
Piste z jakaa janan Z,Zs suhteessa %_t Tehdédén affiini kuvaus, jolloin
T o~ ALi+b =13
Ty = AZy+b =17
r — Arx+b =17
Uudelle pisteelle Z' pétee:

T = Az +b ) - )
= Aftzy + (1 —t)T2) + b || b=tb+ (1 —1)b
I

= tAT, + (1 —t)Azy +tb+ (1 —1)b otetaan yhteiset tekijét

= t[AZ; + b] + (1 — t)[AZy + V]
=tz + (1 —t)7h.

Uusi piste 7’ sijaitsee siis janalla 7|7}, ja jakaa sen samassa suhteessa —-

1—t
kuin alkuperéisenkin. o

Huomattakoon, ettd ; ja T voivat kuvautua samaksi pisteeksi (7] = 7).
Talloin koko suora kuvautuu pisteeksi. Janojen pituuksien suhde ei téssa
tapauksessa ole enad maaritelty.

Lause. Affiinien kuvausten ominaisuuksia:
1. Kahden perékkaisen affiinin kuvauksen yhdistelméa on affiini.
2. Kolmion voi kuvata mielivaltaiseksi kolmioksi affiinilla kuvauksella.
3. Kuvioiden pinta-alat muuttuvat kuvauksessa tekijalla det A.

Todistus on harjoitustehtavani. (Tehtévit 35 ja 36.)
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Esimerkkeja

Tassa kattava kokoelma affinikuvauksias:

e Siirto, peilaus pisteen suhteen

e Pecilaus suoran suhteen
p ;
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Luku 5

Markovin ketjut

5.1 Todennakoisyyslaskennan alkeita

Tapahtuman todennéikoisyytta kuvataan luvulla valilta [0,1].
(Prosentteina 0-100%, mikd on tietysti sama asia, silld 1 % = 15.)

Tarvitsemme kaksi todennékoisyyslaskentaa koskevaa tietoa:

e Toisistaan riippumattomien tapahtumien yhtéaikaisen esiintymisen to-
dennikoisyys saadaan kertomalla todennakoisyydet keskenédén.

e Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteinen todennékéisyys saadaan
lakemalla todennékéisyydet yhteen.

Esimerkki.

Todennéakoisyys heittda nopalla kuutonen on é. Todennéakoisyys heittaa kah-
della nopalla kummallakin kuutonen on % . % = %. (Heitot ovat toisis-
taan riippumattomat, joten todenndkoisyydet kerrotaan.) Koska nopalla ei
ole muistia, todennédkéisyys kahdelle peridkkaiselle kuutoselle yhdelld nopal-

la heitettéessd on sama %. Kolmen perékkiisen kuutosen todennakdisyys on
11,1 _ 1

Vastaavasti kolmen perdkkiisen ykkosen todennékoéisyys on ﬁ. Toden-

nakoisyys saada kolmella heitolla kolme ykkosté tai kolme kuutosta (toisensa

poissulkevat vaihtoehdot) on ﬁ + ﬁ = 2%6 = ﬁ.

5.2 Malli, systeemi ja tila

Malli on yritys kuvata todellisuutta jollakin jarjestelmalliselld tavalla. Mal-
liin kuuluu systeemi eli tarkasteltava alue (esimerkiksi yksi atomi, aurinko,
maapallon ilmakehd, pisaroita hoyryssd tai vaikkapa liikenneruuhka) seké
systeemin muutosta kuvaavat sddnnot (kvanttimekaniikka, painovoimalaki,
virtausmekaniikka, termofysiikka jne.).
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Systeemin kulloisiakin ominaisuuksia kutsutaan systeemin tilaksi. Tila muut-
tuu mallin sdantdjen mukaan.

Esimerkki: Yksinkertainen sdamalli
Muodostetaan sdamalli, jossa systeemi olkoon Helsingin kaupunki. Systeemil-

14 on kaksi tilaa: "Sataa” ja "Ei sada”. Systeemin kehitysté kuvaavat seuraavat
saannot:

Jos tdndan sataa, Jos tédnaan ei sada,
huomenna huomenna
todennakdisyydelld 0,6 sataa | todenndkdisyydelld 0,3 sataa
todennakoisyydelld 0,4 ei sada | todennédkéisyydelld 0,7 ei sada

Malli on varsin karkea, mutta mikddn malli ei vastaa todellisuutta téaydelli-
sesti. Mallilla ei ole muistia: toissapaivan sdan tunteminen ei muuta ennus-
tuksiamme tulevasta, jos eilinen sidé tunnetaan. Tama sadmalli on esimerkki
Markovin ketjusta.

Maaritelma.

Markovin ketju on sarja tiloja, jossa seuraavan tilan todennéakoisyydet
riippuvat vain edellisesta tilasta, eivit aiemmista.

S 3 2

Venildinen matemaatikko Andrei Andreyevich Markov, 1856-1922
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5.3 Vuokaavio ja tilakone

Piirretdan kaavio edellisen osion sdamallin tiloista ja todennédkoéisyyksista
siirtya tiloista toisiin siirryttiessi paivastd seuraavaan.

06( - 0,7

ik

Tallaista kuviota kutsutaan vuokaavioksi.

Miten mallimme sitten ennustaa tulevaisuutta? Jos jonakin paivané sataa
todennékoisyydelld s ja ei sada todennékoisyydella e, vuokaaviosta voidaan
lukea, ettéd seuraavana paivana sataa todennékoisyydella 0,6s + 0,3e. Vastaa-
vasti sateetonta on todennéakéisyydella 0,4s 4 0,7e.

Oletetaan, etté tdndén (paivana 0) sataa, eli so = 1 ja eg = 0. Huomenna
(paivé 1) todenndkdisyydet ovat

S1 = 0,680 + 0,360
€1 = 0,480 + 0,760

$1=06-1+03-0=0,6
e =04-1+0,7-0=04 "

Huomenna siis sataa 60 % todennékoisyydelld. Ylihuomisen (péivé 2) ennus-
teen saamme samalla tavalla:

59 =0,6-0,6+0,3-0,4=0,48
e =0,4-0,6+0,7-0,4=0,52

Sateen todennikoisyys ylihuomenna on enéé 48 %. Taulukoidaan tulokset:

Paiva 0 | Paiva 1 | Paiva 2 | Paiva 3
Sataa 1 0,6 0,48
Fi sada 0 0,4 0,52

Péivan kolme ennusteen voisimme laskea edellisen péivan ennusteen avulla.
Taulukkoa voi tayttaa niin pitkélle kuin haluaa. Taulukkoa tayttava ihminen
toimii tilakoneena; hén tuottaa uudet luvut edellisten perusteella. Tamé& on
mekaanista ja aikaavievid, ja siksi tilakoneen tyo kannattaa suosiolla jattaa
laskimelle tai tietokoneelle. Matriisien avulla se onnistuu yksinkertaisesti.
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5.4 Tilansiirtomatriisi

Otamme kdyttoon matriisilaskennan vélineet Markovin ketjujen késittelyssa.
Tallennetaan sddmallimme tilojen todennéakoisyydet tilavektoriin p.

_ | todennikoisyys tilalle "Sataa” | | s
| todennikoisyys tilalle "Ei sada” | | e |~

Edelleen sdéan kehittymista kuvaavat yhtalot

s1 = 0,650+ 0, 3eq
e1 = 0,450+ 0,7eg

Matriisimuodossa kirjoitettuna

_ S1 . [ 07680 + 0,360
pr = €1 - i 0,480+0,760
_[06 037 [ s
N | 0,4 0,7 €o
106 037 _
~ o4 07"
eli
106 03 |_
Pr=ro94 o7 |7
0,6 0,3 ) .. e ) .
Matriisia S = 04 0.7 kutsutaan tilansiirtomatriisiksi. Kun tilavektori

kerrotaan tilansiirtomatriisilla, saadaan seuraava tila.

Esimerkki jatkuu:

Ténaan sataa, eli

|1
pO_ O .
Huomisen siddennuste on
5 — G — 0,6 0,3 ‘ 11 1006
Pr=»ro=1 g4 07 0] |04l
ja ylihuomisen
S G — 0,6 0,3 ‘ 06 | ]048
P2=»oP1=1 04 07 04 |~ |052 |
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Voidaan laskea my0s suoraan viikon padhan:

S gTh 0,6 0,3 T1 1 0,4286964... | | 0,43
Pr==P0=1 04 07 ] 0]~ |05713036... | ~ | 057 |
Monet muuten hankalat todennékoisyyslaskennan ongelmat ratkeavat hel-
posti néilla tyokaluilla. Kun vuokaavio ja sen avulla tilansiirtomatriisi on

saatu muodostettua, systeemin tilan laskeminen kuinka monen askeleen paa-
hén tahansa on helppoa.

Tilansiirtomatriisin muodostaminen

Tilansiirtomatriisia muodostaessa kannattaa muistaa, ettd sen alkiot ovat
todennékoisyyksia siirtyé tilasta toiseen. Ne voidaan lukea suoraan vuokaa-
viosta. Esimerkiksi sédmallimme tapauksessa vuokaavio

tuotti seuraavan tilasiirtomatriisin:

Mista

sataa et

. sataa 0,6 0,3
Mihin ei [0,4 0,7]

Talla tavoin monimutkaisenkin vuokaavion madraama tilansiirtomatriisi saa-
daan muodostettua yksinkertaisesti. Jos systeemissa on n tilaa, tuloksena on
n X n -tilansiirtomatriisi. Tilojen jarjestyksen matriisissa voi valita vapaasti,
kunhan tilavektorissa kiyttad samaa jarjestysta.

Hyvé tapa tarkistaa tilansiirtomatriisi on varmistaa, etta jokaisen sarak-
keen alkioiden summaksi tulee 1. (N&in téytyy olla, silld jokaisesta tilasta
siirrytdén todennékoisyydelld 1 johonkin tilaan.)
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5.5 Tasapainotila
Systeemi on tasapainotilassa, kun sen perékkaiset tilat ovat samat. Tall6in
Sp =p.

Monet systeemit ajautuvat ajan kuluessa kohti tasapainotilaa, mutta eivat
kaikki. Tésta esimerkkiné kaksitilainen systeemi, jonka tilansiirtomatriisi on

0 1
5= [ 0 } .
Tama vastaisi sdamallia, jossa joka toinen paivé sataa, joka toinen paiva ei.

Jos tilansiirtomatriisin kaikki alkiot ovat positiivisia (> 0), systeemi ajau-
tuu varmuudella kohti tasapainoa alkutilasta riippumatta.

Lasketaan sdamallillamme ennuste kolmen, kymmenen ja viidenkymmenen
paivan paahan kahdesta eri alkutilasta.

06 0371°[17  [0444 06 031°T0] _ [o0417
04 0,7 | = 0556 o4 07] 1] T |0583
- 110 o T - 1T 110 7 - 1
0,6 0,3 17 04285741 [ 06 03 0] [ 0428568
04 0,7 | | 7 lopT428 || 04 07 ] [ 1] T | 0571431
- 150 o A - 1T 150 7 - 1
0,6 0,3 17 0428571106 03 0]  [0428571
04 0,7 | | 7 [op5T428 || 04 07 ] [ 1] T | 0571428
Alkutilasta riippumatta ldhestytdén tasapainoa, joka on likimain [8;;‘332].

Néin tasapainolle saatiin likiarvo numeerisesti.

Tasapaino voidaan ratkaista my6s analyyttisesti yhtéalosta
Sp =D,
eli sadamallin tapauksessa

0,654+ 0,3e =s 0,3e =0,4s
0,4s4+0,7e = e —0,3e = —0,4s.

Kumpikin yhtélo kertoo saman: 3e = 4s. Lisdksi tieddmme, ettd e+s = 1,
silla todennékoisyydelld 1 vallitsee jokin sddtila. Téastd saamme ratkaistuksi
tarkan tasapainon:

e+s = 1 s=3=0,428571...
& 1
3e = d4s 2 =0,571428. ..
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5.6 Esimerkkeja

Esimerkki 1. Ratkaistaan vanha matematiikkakilpailutehtéva:

Erkki haittdaa koripalloa kahdeksan kertaa. Han heittda korin to-
dennéakoisyydella 0,5. Milla todennakoisyydella Erkki heittaa va-
hintdén 3 perdkkiistéd koria?

Ratkaisu. Laaditaan vuokaavio, jossa pidetadn kirjaa perakkaisisté koreista
ja nollataan aina kun tulee huti. Tilat ovat: Ei koreja, 1 kori, 2 koria, 3 koria.

0,5
p—
0,5
0=5T 0,5
C2koria ) ——> (3koria >
0,5

Tilansiirtomatrisiksi saadaan

ei 1 2 3
ei 0,5 0,5 0,5 0 1110
S—l 0,5 0 0O 0| _4|1 000
2 0 05 0 O] 20100
3 0 0 0,5 1 001 2
Alussa koreja ei ole yhtédan, joten
1 [ei
101
pO_ O 2
013
Kahdeksan heiton jalkeen
11107° [1 81
g (I [1 000 0 1 | 44
Ps=ot0=13) o100 0| 256 | 24
00 1 2 0 107
107
Vastaus on siis 3¢ .
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Esimerkki 2

Milld todennékoisyydelld kolikonheitossa sarja kruuna-kruuna-kruuna (AAA)
tulee ennen sarjaa klaava-kruuna-klaava (BAB) ?

Ratkaisu. Tunnistetaan ensin tarvittavat tilat:

e Alkutila ennen ensimmaisté heittoa
e Saatu A

Saatu AA

Saatu AAA

Saatu B

Saatu BA

e Saatu BAB

Néma tilat riittavat, silla esimerkiksi sarja BBB voidaan samaistaa tilaan
B. Tilaan B voidaan sisdllyttaé kaikki sarjat, joiden viimeinen heitto on B,
mutta jotka eivit sisdlla sarjoja AAA tai BAB. Tilat AAA ja BAB ovat
nieluja, joista ei endd mennd muihin tiloihin. Ajan mittaan todennékdisyys-
massa valuu nieluihin.

Laaditaan vuokaavio. Kaikki siirtymétodennékoisyydet ovat %, paitsi nie-

luista itseensé 1.
@ —>5

(A)]

<—
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Tilaa "Alku” ei oikeastaan tarvita, sillé sielld vieraillaan vain kerran. Tamén
jalkeen tilojen A ja B todennékoisyydet ovat 50%. Pudotetaan siis "Alku”
pois ja aloitetaan suoraan ensimmaisen heiton jalkeisesta tilanteesta, jolloin
saadaan alkutilavektori ja siirtomatriisi

(057 4 000000
o0 | s L5630
S |2 2
Po 0 | BA =10 10000
0 | AAA 003010
| 0 | BAB |00 0 5 0 1]

Huomattavaa on, ettd myos tila A on turha: sitdkin kiytetdén vain kerran.
(Miten alkutila pitdd valita, jos A poistetaan?) Jatketaan kuitenkin néin.
Kahdenkymmenenyhden heiton jélkeen tilanne on

0
0,00130. . .
o0 | 0,00060...
P =57 po = 0,00089 . ..
0,41552. ..
0,58166 . ..

Jos vastaus halutaan prosentin tarkkuudella, tdma riittda mainiosti. Tilojen
AAA ja BAB yhteenlaskettu todennékoisyys on 99, 668%. Todennakoisyys-
massan loppu 0,33% ei vaikuta pyoristykseen, vaikka se valuisi kaikki toiseen
néistd. Vastaus alkuperiiseen kysymykseen on siis: 42% todennéikoisyydell.

Mikali tarkkuutta halutaan enemmaén, on syyté laskea hieman pidemmal-
le varmuuden vuoksi. Esimerkiksi psp sisaltda endd 0,0067% neljisséa ensim-
maisessa tilassa ja pgs vihemmaén kuin 0,000001%. Nain vastaukseksi saadaan
41,66666%. Tasta tarkka vastaus 41%% on nahtavissé, joskaan varmuutta sen
oikeellisuudesta ei néilld menetelmilla voida saada.

Huomautus laskennasta

Edellisissa esimerkeissd on laskettu tehottomasti, silla matriisin ja vektroin
vélinen kertolasku (S - p) on nopeampi laskea kuin kahden matriisin vélinen
(S - S). On siis nopeampaa laskea S - (S - p) kuin S? - p.

Laskimen kanssa on toisinaan kétevaa kiyttad kakkosen potensseja: las-
ku (((S5?)%)?)? sisdltédd vain nelji matriisi-matriisi-kertolaskua, kun taas S'6
vaatii 15 kertolaskua. Tarkka nopeusero riippuu luonnollisesti siitd, miten
kyseinen laskin kiyténnossé laskee matriisien potenssit.

Kunnon sovelluksissa laskentanopeuden kasvattamiseen kiytetadn viela
paljon edistyneempidkin menetelmié, mutta niitd varten teoriaa taytyisi kiy-
dé pidemmalle.
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Luku 6

Kayran sovitus pistejoukkoon

Oletetaan, etté (x,y)-koordinaatistoon on merkitty pisteité (z1,v1), (22, y2),
(3,Y3)s - - -, (Tn,yn). Téssd luvussa etsimme kiyrdd y = f(x), joka parhaiten
kulkisi nédiden pisteiden kautta.

Tahan kdyridn sovittamiseksi kutsuttuun ongelmaan tarvitaan ratkaisu,
kun halutaan

e saada esille luotettavia mittaustuloksia virheitd sisaltavasta datasta
e yleistda yksittdisid mittaustuloksia ennusteiksi
e testata teorian ennustetta todellisella datalla.

Mittauksiin siséltyy aina virhe, kun mitataan jatkuvia suureita. (Kuten pi-
tuus, aika, massa ja niin edelleen, silld dareton mittaustarkkuus on mahdotto-
muus.) Voidaan siis ajatella, ettd kun mittaustuloksia merkitédén koordinaa-
tiston pisteiksi, yksikdan piste ei ole tdysin oikeassa paikassa. Mita tarkempi
mittaus, sitd pienempi tdma siirtyma on. Jos siis pistejoukosta yritetdan hah-
mottaa "mité oikeasti tapahtui”, oleellista ei ole yksittaisten pisteiden osumi-
nen kiyralle. Tarkedd on vain se, kuinka uskottavasti kyseinen malli selittaa
mittaukset kun mittausvirheet otetaan huomioon.

Voimme tietysti yhdistda kaikki halutut pisteet vaikkapa murtoviivalla,
mutta silloin vain seuraisimme mittausvirheitd. Virhe saadaan keskiarvois-
tettua paljon pienemmaksi, kun valitsemme kiyratyypin, joka parhaan tie-
tomme mukaan kuvaa itse ilmiotd. Kaytannossa haluamme 16ytéaa esimerkiksi
parhaan suoran, parhaan paraabelin tai parhaan eksponenttifunktion.
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Oikein Vaarin

Esimerkiksi Newtonin mekaniikka ennustaa, ettd ilmaan heitetyt kappaleet
(joiden ilmanvastus on pieni) lentéviit paraabeliratoja. Tiedossamme olkoon
vaikkapa kymmenen mittaustulosta radan alkupéésté, ja haluamme ennus-
taa, minne kappale putoaa. Ennustetta varten selvitamme, mikéa paraabeli
y = ax? + bx + c kulkee parhaiten mittaustulosten kautta.

6.1 Pienimman neliosumman kayra

Ei ole mitenkdan yksikasitteistd, mika on "paras” kdyra kulkemaan tiettyjen
pisteiden kautta. Jos haluamme tulokseksi vaikkapa suoran, kaikki pisteet
tuskin osuvat tdsmaélleen kyseiselle suoralle. Suoran hyvyytta voidaan arvioi-
da monella tavalla.

Luontevaa on pyrkid minimoimaan pisteiden etéisyydet kayréasta jollakin
tavalla. Pelkké etédisyyksien summan minimointi ei tuota yksikésitteista tu-
losta. Kunhan kulmakerroin ei muutu ja suoran yléd-ja alapuolella on yhta
monta mittauspistettd, suoraa voi liikutella summan muuttumatta.

Paras suora muuttuu yksikasitteiseksi, kun pyritdén minimoimaan etai-
syyksien neliéiden summa. Puhutaan pienimmén nelibsumman (PNS) suo-
rasta tali muusta kayrasta.

Laskut sujuvat paljon mukavammin, kun pisteiden etaisyyksia kéiyristé
ei mitata suoraan vaan y-akselin suunnassa. Télloin ratkaistava ongelma on
lineaarinen ja ratkaisu siis suhteellisen helppo.

N +

PNS-suora: Katkoviivojen pituuksien nelididen summa minimoitava
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Minimoitava suure on siis muotoa

S=ly — f@)l’ +ly2 — f@)] + ..+ [y — f@a)]",

missd tuntematon on funktio f.
Seuraavaksi esitellidn metodi pienimmén neliGsumman suoran, polyno-
min ja joidenkin muiden kayrien 16ytédmiseksi.

6.2 Suoran sovitus

Kaikki suoria (pystysuorat poislukien) voi kuvata yhtalolld y = kx+b. Suoran
muodostavat ne pisteet (z,y), jotka toteuttavat kyseisen yhtalon. Lukua k
kutsutaan kulmakertoimeksi ja lukua b vakiotermiksi.

Haluamme sovittaa suoran pisteisiin (x1, 41), (2, y2),. .. ,(Zn, yn). Luvut
k ja b pitéisi siis saada laskettua annettujen pisteiden avulla. Haluaisimme
ettd kukin pari (z,y) toteuttaisi suoran yhtélon, eli

krxi+b =
k’l’Q + b = Y2
kr, +b = Yn

Téssé yhtaloryhmésséa on 2 muuttujaa (k ja b) ja n yhtdloa, joten se on tuh-
disti yliméératty. Ratkaisuja ei siis todennékéisesti ole. (Ratkaisu on olemas-
sa vain, jos kaikki pisteet ovat samalla suoralla.) Kirjoitetaan yhtaloryhma
kuitenkin toiveikkaasti matriisimuotoon ja ryhdytédn ratkomaan.

Huomio! Seuraava lasku ei todista yhtikis mitdan, silla 1ahdemme liikeelle
yhtalosté, joka ei ole tosi. Saamme kuitenkin tuloksen, joka antaa pienimmén
neliosumman suoran. Lasku on hyddyllinen ainostaan siksi, ettd sen avulla
on helppo muistaa lopputulos. Kunnon todistus 16ytyy sivulta 58, mutta se
hyodyntaa differentiaalilaskentaa.

Kirjoitetaan edelld esiintynyt (epétosi) yhtéloryhmé matriisimuodossa

xp 1 (7
zy 1 k Yo
P {b} -
z, 1 UYn
nx 2 2x1 nx1
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Merkitédan nyt

T 1 U1
Ty 1 _
a=" | kz{’“] g=| 7|
: b

eli voimme kirjoittaa tehokkaasti
Ak = 7.

Matriisi A ei ole nelidmatriisi, joten silld ei ole kidnteismatriisia. Tulo AT A
on kuitenkin (2 x 2) - matriisi. Ndin muodostettu matriisi aina on kiéntyva,
kunhan kaikki luvut x; eivit ole samoja. Voidaan siis laskea:

Ak = g ||AT
ATAR = ATy |[(ATA)~"
ko= (ATA)'ATy.

Sattuu olemaan niin onnellisesti, ettd tilld tavoin laskettu k antaa pienim-
mén neliGsumman suoran kulmakertoimen (k) ja vakiotermin (b). TAmén
todistaminen vaatii tyokaluja, jotka ylittamavét kurssin pohjatietovaatimuk-
set (joko derivointia tai projektioita avaruudessa). Derivaattaan perustuva
todistus on sivulla 58.

Lauseke (AT A)7'AT on matriisin A pseudoinverssi ja sitd merkitdén usein
AT,

AT = (ATA)1AT

PNS-suoran kaava

Pienimmén nelibsumman suoran y = kx + b kertoimet k£ ja b saadaan pseu-
doinverssin avulla:

1] -
= (ATA)1 ATy,
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Esimerkki.

Sovitetaan suora pisteisiin
x|1,1/26]3,1]50] 6,7
y|51]73[74]95]133

Muodostetaan matriisit A ja y:

111 5,1
2,6 1 7,3
A= |31 1]|, g=| 74
50 1 9,5
6,7 1 13,3

Nyt

b

ja laskimella tai tietokoneella saadaan
B | 1,39432 | | 1,39
b | |3,36101 | | 3,36 |
Kyseisiin pisteisiin sovitettu pienimmén neliGsumman suora on siis

y = 1,39z + 3,36.

[ w } = Aty = (ATA) ATy

6.3 Polynomin sovitus

Astetta n oleva polynomi on muotoa y = a,x™ + - -+ 4+ a1x + ag. Polynomia

sovitettaessa halutaan 16ytda kertoimet a,,a,_1,..., a1, ap. Tamé tapahtuu
olennaisesti samalla tavalla kuin suorankin tapauksessa.
Sovitetaan polynomi pisteisiin (1, y1), (2, Y2), - - . ,(Tm, Ym).Haluaisimme
siis ratkaista kertoimet a,,a,_1,...,ay, ap yhtaloryhméasta
apty + -+ amzri+ag =
anTy + -+ amr2t+ag = Y2
an$%+"'+a1$m+ao = Unm

Kuten suorankin tapauksessa, yhtaloryhmalla ei yleensa ole tdasmallistéa rat-
kaisua, mutta 16yddmme pienimmén neliGsumman ratkaisun. Merkitdan

oot o a1
— a 1
L | " Y
- ap—1 _ Y2
A = ) k = : ) y = )
: ) ”
oy ! Tm 1 Ym
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jolloin yhtéloryhma vastaa taas matriisiyhtaloa
Ak = 7.

Pienimmaé&n neliosumman n. asteen polynomin kertoimet saadaan tutusta
kaavasta.

k= (ATA)"1ATy

Todistus sivuutetaan.

Esimerkki.
Sovitetaan paraabeli pisteisiin

£]00/03/09]1,5]22
y|18]34[58]74]95

Nyt matriisit ovat:

0,02 0,0 1 1,8

0,32 0,3 1 3,4

A=109 09 1|, g=|5.8

1,52 1,5 1 7,4

2,22 22 1 9,5

ja

—0,56881 —0,569
k= (ATA) ATy = 4,65827 | ~ 4,66
1,92386 1,92

Sovitettu paraabeli on siis y = —0,5692% 4 4,662 + 1,92.

Muut kayrat ja linearisointi

Tama tulee myohempéan painokseen eikd kuulu tdméan vuoden kurssiin.

o7



Pienimman neliosumman suoran kaavan johto

Tama todistus hyodyntéé differentiaalilaskentaa. (Pitkédn matematiikan kurs-
sit 7 ja 8).

Halutaan 16ytad suora y = kxz+b, jolle pisteista (x1,v1), (T2, ¥2), - - -, (T, Ym)
laskettujen y-suuntaisten etéisyyksien nelididen summa on pienin. Kyseinen
neliosumma on

S = (kxy+b—y1)*+ (kra +b—y2)* + ...+ (kx, + b —y,)?
= D (kzi +b—y;)°

Summa riippuu vain luvuista £ ja b, jotka voidaan valita mielivaltaisesti. Suo-
ra on kummankin parametrin suhteen jatkuva ja derivoituva, joten minimi
voi 16ytya vain derivaatan nollakohdasta. Minimi on selvésti olemassa, joten

se loytyy, kun

d . d
%S—O ja %S—O.

Lasketaan:

di; i(kxi—i-b—yi)z = i 2;(kx;+b—y;) = 2 (k’ i 2+ bi T — i xiyi> =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
%Z(kxi+b—yi)2 = ZQ(kxi+b—y,~) =2 (kaz +bn — Zy,) =0
i=1

i=1 i=1 i=1
Saatiin yhtéalopari

kY orqxp + by w o= Dl iy
kZ?ﬂ%‘ + bn Z?:ﬂyi

B IR Sl

Kun matriiseja verrataan pseudoinverssin kaavassa esiintyvaan matriisiin A,
havaitaan etta

S x? S } T . { S wy } -
Ul = =A"A ja =1 = Ay,
[ Zizl i n ) Zizl Yi J

joten pseudoinverssi (AT A)~t ATy toden totta tuottaa pienimmin neliGsum-
man suoran kertoimet. g
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Liite A
Summamerkinta >

Kun paljon samankaltaisia termeja lasketaan yhteen, kannattaa ottaa kéyt-
toon lyhennysmerkintd vaivaa sddstdméan. Matematiikassa summaa merki-
taan kreikkalaisella kirjaimella ¥ (iso sigma).

Summaa, jossa on n yhteenlaskettavaa merkitdan néin:

n

Z(lauseke, joka riippuu i:sté)
i=1

Merkinté luetaan "summa i kily yhdesta n:4an lauseke”. Esimerkiksi

luetaan "summa i kily yhdesté viiteen i toiseen” ja se tarkoittaa

5
E:f:1?+?+3”+¥+5%:%
=1

2

Lausekkeeseen ¢° siis sijoitetaan i:n arvot yhdesta viiteen ja lasketaan ne yh-

teen.

Esimerkkeja.
4

E:i:1+2+3+4:10

=1

3
Zz¢:2-0+2-1+2-2+2-3:12
=0

(x/E—1):\/§—1+\/1—1+\/5—1:\/§+\/5—1

5
=3
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Kuten edellisistéa esimerkeistd kay ilmi, summan ei tarvitse alkaa arvosta
1=1.

Mikali lauseketta ei haluta kirjoittaa nakyviin, sen paikalle voidaan kir-
joittaa x;, missa alaindeksi ¢ kertoo, ettd x:n arvo riippuu i:std. Jos sum-
mauksen ylarajaa merkitdan kirjaimella n, saadaan juhlallisen nédkoinen

n
>
i=1

Kun vain pitdd mielessd, mitd summausmerkita tarkoittaa, on helppo ym-
martaa seuraavat saannot:

n n
CL'ZSCZ‘:Z&'.CEZ'
i=1 =1
n

Zﬂci + Zyz = Z(Sﬁi + i)
=1 =1

=1

k n n
i=1 i=1

i=k+1

Summausindeksejé voi olla useita, ja silloin pitéé olla tarkkana. Esimerkiksi

3 2 3 3

3
Z Zl’iyj = Z%yﬁr%yz = in(y1+y2) = (y1+y2) me = (y1+y2) (z1+zatas).
=1 i=1

=1 j=1 =1

Sama tulos saadaan néin:

3 2 3 2

sziyj = xizyj = (£U1+362+373)(y1+y2).
=1

i=1 j=1 i=1

Tulos yleistyy: Tulossa termin voi siirtda summamerkin ulkopuolelle, mikali
termissa ei ole kyseisen summamerkin indeksia.
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Lute B

Harjoitustehtavia

Luku 1
1.
—2 45
A= T 0
3 —1
Maarita

a) matriisin A rivien mééra b) sarakkeiden mééra c) matriisin A koko
d) a11 e) 21 f) a32

5 11
A:[l 4}, B=| o 1|, © [_; _22}
3 3

3 —2
D_{16 —5}’ b=

W = ©
S Ot oo

Laske a) A+ D b)B+C «¢) E+ B.
3. Laske edellisen tehtiviin matriiseilla a) BT —2C  b) (AT — D)T.

4. Kylla vai ei?

a) Vektorit ovat matriiseja.

b) Kaikki yksikkomatriisit ovat nelimatriiseja.

c¢) Kaikki nollamatriisit ovat nelidmatriiseja.

d) Neliomatriisin transpoosi on aina nelidmatriisi.

ot

1 4
A=y o]om=| s o) o= 00

Laske a) AC'b) AB ¢) CB d) BC
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6. Torikauppias kerié tuotteidensa hinnat vektoriin & tiedot piivittiisesti
myynistd matriisin M.

naur. per. sip.
30kg 80kg 23kg ma
14dkg bH6kg 1lkg ti
40kg 7hkg 30kg ke
28kg 94kg 2Tkg to
34kg 8bkg 19kg pe

2,00 €/kg | nauriit
1,00 €/kg | perunat , M =
3,00 €/kg | sipulit

>
Il

Laske M - h. Miké on sen tulkinta?

SR

Laske a) A2 b) ATA ¢) AAT d) (ATA)T

7.

8.

3
S=| -2
1

N = O
LW = =
S
Il
—

Laske a) So b) 97S «¢) 07 S

9. Matriisin nelijuuri. Etsi kaikki matriisit A = [ CCL Z } , joille

g o [00] y eafl 0]

Luku 2
10. Ratkaise yhtaloryhmat:

T + 2y = 1 2c + y = 4 r 4+ 2y =
a){x—l—3y:—2 b){3x—2y:—1 9\ 2w + 5y =
11. Ratkaise yhtaloryhmaét:

x + y + z = 0 2c + y — z =5
a) 2r — y — z = -3 Db 3xr — 2y — 2z =0
- + 3y + 2z = 1 x + 2y + 3z = 6
r + 2y + 5z = -1
)y — - 2z = 1
x + y + 22 = 0
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12.

—4r +
2z
—6x +

o

3y
3y
6y

a)

13.

r + 2y
2v. + 3y

— =

3z
4z

b)

3
1

b)

-4 + 3y — 2z = 3
20 — 3y + z =1
—6xr + 6y — 2z = 2
2 + y =9
r — 3y = 5
-3 + Sy = 6

14. Keksi esimerkki ylimaaratysta yhtalosté, jolla on darettoméan monta rat-
kaisua. Keksi myos esimerkki aliméaratysta yhtalosté, jolla ei ole ratkaisua.

15. Ratkaise yhtaloryhméa. Vakio k saa esiintyéd vastauksessa.

kx
x
x

16. Ratkaise.

—3x
4x
3

17.

2x
3z

+
+
+

3y + =z
2y + 4z
)

18.
—4x

6x
2z
—dx

+

+ 4+

19. Ratkaise kerralla yhtaloparit

T
2x

3y
7y

{ ;

2

z
2z

ol
e
+ + +

2z

3z
2z

3z

Tz
2z

3w

Tw
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z = 1
z =1
kz = 1
w = 13
w = —4
+ 2w = 1
+ 2w = 19
20 + y + 2z = -1
r + 2y = 2
dr + 2y + 3z = 1
+ bw = 0
— 4w = 0
+ 3w = 0
+ 2w =1
= 0 u — 3v = 7
= 17 2u — Tv = 4 °



Luku 3

20. Maarita matriisien kddnteismatriisit:

a-[ 32 s3] oo Y]

21. Maaritd kddnteismatriisit:

R O

22. Kaanna:
3 5 6 5 =2 2
F={(-3 01|, G=|T7 2 -1
3 2 2 2 4 -3

23. Matriisit A B ja C ovat kiéntyvid. Sievennd (ABC)™ .

23] o[ 43]

Laske a) det A b) det B ¢) det(AB)

24.

25. Laske
-3 2 5 1 3 5 5 —2 3
a)| =2 4 5 b)| -4 2 -3 c)l 3 2 5
-7 3 3 -2 3 1 3 —4 -1

26. det A = -2, det B = 6. Laske det (A™!B).
27. Selvité, péteeko det A + det B = det(A + B).
28. Laske

SN Ot W
=W N
[N B AR
N > O W

29. A, B ja C ovat kddntyvia neliomatriiseja. Ratkaise X.
a)AXB—-C=2A b)XB=(BC-X)A

30. Kuinka monta kertolaskua n X n-determinantin laskemiseksi tarvitaan,
jos determinantti kehitetdan suoraan maéritelmasta lahtien?
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Luku 4

31. Etsi sopiva matriisi A kullekin seuraavista tason kuvauksista:

1. suurennos tekijalla 2.

venytys z-akselin suunnassa tekijalla k.
peilaus y-akselin suhteen

peilaus origon suhteen

peilaus suoran y = x suhteen
kohtisuora projektio x-akselille

180° asteen kierto

90° kierto vastapaivain

R T A B

90° kierto myotapaivaan
10. jokin leikkaus z-akselin suunnassa

32. Laadi kuvaus, joka kiertdéd tasoa kulman 6 verran vastapéividan. Vihje:
esitd uuden koordinaatiston kantavektorit vanhan koordinaatiston kantavek-
toreiden avulla.

33. Anna projektiokaava mielivaltaiselle origon kautta kulkevalle suoralle.

34. Tutki, millaisen kuvauksen méariaa matriisi A = [ é i } :

35. Osoita, ettd kahden perdkkaisen affiinikuvauksen yhdiste on affiini.

36. Osoita, etta kolmion voi kuvata miksi tahansa toiseksi kolmioksi affiinilla
kuvauksella. Ajattele geometrisesti.

37. Todista, etté tasasivuisen kolmion mediaanit jakavat toisensa 2 : 1. Miksi
tdma riittda osoittamaan saman tuloksen kaikille kolmiolle?

38. Voiko edellisen tehtéavin ldhestymistapaa soveltaa kolmion kulmanpuo-
littajien, korkeusjanojen tai sivujen keskinormaalien ominaisuuksiin?

39. Osoita, etté affiinikuvaus kuvaa suunnikkaat suunnikkaiksi.
40. Osoita, etta kun suunnikkaan sivut jaetaan jostakin kérjesta lahtien suh-
teessa 1 : 7, jakopisteet yhdistamaélla syntyy suunnikas.

41. Tason kiertomatriisi (vastapdivdén) on C(.)SQ —sinf . Johda lasku-
sinf  cosd
kaavat lausekkeille cos (61 + 02) ja sin (61 + 65) tarkastelemalla kahden perdk-

kéisen kierron yhdistelmaé.

42. Esitd 3 x 3-matriisi, joka kiertda (z,y, z)-koordinaatistoa y-akselin ym-
pari vastapaivaan.
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Luku 5

43. Kissa joko sy6 tai nukkuu ja valitsee kerran tunnissa, kumpaa tekee. Jos
kissa nukkuu, se jatkaa nukkumista todenndkdisyydelld 0,8 ja menee syo-
méaan todennakoisyydella 0,2. Jos kissa on syoméssé, se jatkaa syomisté to-
dennékoisyydella 0,1 ja menee nukkumaan todennakéisyydelld 0,9. Kissa kay
keskiyolld syomaésséa. Milld todennékoisyydelld se nukkuu kuudelta aamulla?

44. Erkki ja Pentti pelaavat pingistd vanhojen sdéntojen mukaan. Peli on
tasan 21-21. Voittaja on se, joka saa kahden pisteen eron toiseen nidhden.
Pentti voittaa yhden pallon todennékoisyydella 0,6, Erkki todennékoisyydella
0,4. Milla todennékoisyydelld Pentti voittaa pelin?

45. Kirppu istuu 3 x 3-ruudukon keskella. Se ldhtee hyppiméén satunnaises-
ti. Yhdelld hypylla kirppu paétyy viereiseen ruutuun (ei kulmittain). Milla
todennékoisyydelld kirppu pysyy ruudukon sisilld kuuden hypyn ajan?

46. Milla todennékoisyydelld 10 nopanheitolla tulee tasan 2 kuutosta?

47. Kun herra Lapin auto on ehjé, se hajoaa péivian aikana todennakoisyy-
dell& %. Kun auto on rikki, se viettda korjaamolla ainakin kaksi péivia ja
korjautuu sen jélkeen todennéakéisyydella % paivad kohti. Milla todennakoi-
syydelld auto on kiytettavissd satunnaisend paivana? Ratkaise tehtava

a) likiarvoisesti laskimella

b) tarkasti.

48. Erkki ja Pentti pelaavat jannittavad noppapelid. Ensimmaéisenéd kuutosen
heittanyt voittaa. Jos heittaa ykkosen, saa heittda uudestaan. Erkki aloittaa.
Millé todennékoisyydella Erkki voittaa

a) ensimmaéisen viiden nopanheiton aikana

b) ensimmaéisen viiden heittovuoron aikana

c) jos peli pelataan katkeraan loppuun?

49. Erkki ja Pentti pelaavat pitkda tikkua kovasta rahasta. Panos on 100 €
(Tédmén verran voittaja siis saa haviajaltd). Pelid pelataan, kunnes toinen on
rahaton. Milld todennékoisyydellda Erkki voittaa, kun hanen alkupddomansa
on 300 € ja Pentin 500 €7 Peli on satunnainen, joten kussakin erdssé voitto
ja tappio ovat yhta todennékoiset.

50. Milld todennékoisyydelld nopanheitossa sarja 222 esiintyy ennen sarjaa
2327

51. Milla todennakoisyydelld kolikonheittosarjassa esiintyy kolme perakkéiis-
ta kruunaa ennen sarjaa kruuna klaava kruuna?

52. Milla todennékoisyydelld kolikonheitossa sarja AAAA tulee ennen sarjaa
ABBA, missd A ja B voivat tarkoittaa joko kruunaa tai klaavaa?
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Luku 6

53.
z| 1 |2 |3]4]5
y|—25]-1[0|3[45

Sovita pienimmén neliGsumman suora aineistoon.

54. Suoralla tielld tasaisella nopeudella ajaneen polkupyéréilijan liikeesté
saatiin seuraavat mittaustulokset.

aka (s) | 1|34 7] 9
matka (m) [ 21 | 40 | 45 | 85 | 105

Maarita pyorailijain nopeus pienimmaén neliGsumman suoran kulmakertoime-
na. Vertaa piirtamalld saatuun kulmakertoimeen.

55. Sovita aineistoon

a) suora

b) paraabeli

c) 3. asteen polynomi

ja anna kunkin ennuste muuttujan y arvosta, kun x = —5.

56. Ala-asteella Erkki ja Pentti joutuivat pulaan, kun joku heitti lumipal-
lon avonaisesta ikkunasta luokkaan sisélle. Pojat olivat heitelleet lumipalloja,
mutta he vaittivat, etteivit osuneet ikkunaan. Poikien heitto tallentui kou-
lun valvontakameraan, josta saatiin mitattua seuraavat tulokset lumipallon
sijainnille:

etéisyys seindistd (m) [ 12,0 11,2]10,4 ] 9,6 | 8,8 | 8,0
korkeus (m) | 52 | 7,1 | 88 [10,4|11,7[12,8

Ikkunan alareuna oli 14 m korkeudella maasta ja ylareuna 16 m korkeudella.
Pojat piirsivit pisteiden kautta suoran ja néin osoittivat, ettei pallo miten-
kddn voinut osua ikkunaan. Opettaja tiesi kuitenkin fysiikan opiskelun pe-
rusteella, ettd pallon lentorata on likimain paraabeli.

a) Sovita pisteisiin suora ja kerro sen ennuste korkeudesta, jolla pallo osuu
seinaan.

b) Kuten edelld, mutta sovita paraabeli.

c¢) Ovatko pojat syyllisia?
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Liite C
Harjoitustehtavien vastaukset

Luku 1
l.a)3 b)2 ¢)3x2 d)-2 en f)—1

2.a) { 13 _3 ] b) el méaritelty, silld matriisit erikokoiset c) |:

O o

—_
w O ©
|

3 —6 -3 -2 —12
3a) |7 13 7 } b) { 5 3
4. a) kylla b) kylld c) ei d) kylla

18 =28 19
5.a) [ _ﬁ _?i _2; } b) el méadritelty c) [ _1;1 _11 } d) [ -6 0 3 :|
—-16 21 -—-13

209 €
117 €
6. Mh = | 245 € | . Kyseinen vektori kuvaa paivittiistd myyntis.
231 €
210 €

S EHERIMEREEY

-3
8. a) { 11] b) [ -5 10 8] «¢)44
9

b

a) Matriisit ovat joko muotoa A = [ (C) 8 } tai A = { CZz " } ,b# 0.
€ -
b

10 1 0 . a
b)JokoA-:l:{0 1},A—i{c _1}ta1A—{% _a},b;&O.
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Luku 2

T = r=1 r =19
10.a){y:_3 b){y:2 C>{y:—8
r=— =1 xz%
11.a) s y=-2 b)S y=2 b)q y=1
z = z=-—1 {z%
r=—2
12. a) ei ratkaisua b) ¢ y=c , ceR
z=95+3c
r=—-7—c
13.a) . y=5+2c , c€R D) eiratkaisua
z=c
r+y =0
14. Esimerkiksi { 2z + 2y :0ja{x+y+z:0
343y =0 r+y+z=1
T= 5
15. Jos 24 k#1,S y=115 -
G

Jos k = 1, ratkaisuja on ddrettémén monta muodossa

r=1—c—d
y=c , ceR deR
z=d
Jos k = —2, ratkaisuja ei ole.
r=1
y=2
16. P
w=4
=08 x:2§
17.a)¢ y=—46 b)) y=—3
z=-28 z=-3
r = -5
y=-2
18. L9
w=—6
r = 11 z = 3 u = —23
19'{y:—4’ {w:—l’ {U: 10
Luku 3
20. A= | 2 2 s B ci=| 3
) =3 =1 N % —% ’ 5

D
Nej

2
-3



21. D ei ole kiiéntyvia. FE~!= [ 21 ]

-3 -2
_2 2 5
3 3 3
22. F~1 = 3 —4 =7 |, @ eiolekidntyvi.
-2 3 5
23. C~'BtA-!

24.a)2 b)7 c¢) 14
25.a)61 b))l ¢)0
26. -3

27. Ei pade. Esim’ B =1ja
-1 0 10 00
Lo Lo s ll=10 v

28. 826

29.a) X = A'(2A+C)B~! b) Jos A+ B on kiéntyvi,

X = BCA(B + A)™'. Jos A + B ei ole kiléintyvi, ratkaisua ei ole. (Mieti
miksi!)

30.nlelin-(n—1)-(n—2)-...-3-2- 1

= 2, mutta

Luku 4
31.

R R R S R S A R R A R

-1 0 0 —1 01 ) L. 11
7.{ 0_1}8.[1 0]9.[_1 0}10.E51merk1k51[01}

32. Puuttuu.
33. Puuttuu.
34. Puuttuu.
35. Puuttuu.
36. Puuttuu.
37. Puuttuu.
38. Puuttuu.
39. Puuttuu.
40. Puuttuu.
41. Puuttuu.
42. Puuttuu.

Luku 5
43. 0,82

44. 0,69
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45.
46.
47.
48.
49.
50.

o1.
52.

768 3
4096 — 16 0,19

17578125
60466176 0,29

a) 0,63 b) 2 =0,625

a) 28 ~ 0,36 b) 2l ~ 041
0,43

0,462

0,400

0,417

Luku 6

53.
54.
55.

y=18r—4,6
v=10,7892...7 ~ 117

¢) 0,56

a) y(z) ~ 7,025z + 20,086, y(—5) ~ —15,0

b) y(z) ~ 4,99222 + 7,025z + 0,119, y(—5) ~ 89,9
c) y(z) =~ 1,008x3 + 4,99122 — 0,033z + 0,119, y(—5) ~ —0,94

56. a) 28 m b) 13 m ¢) Pojat ovat syyttomié. Ilmanvastuksen vuoksi todel-
linen osumakohta seinédén on viela b-kohdan tulosta alempana.
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