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1 DIFFERENTIAALIYHTALOISTA 2
1 Differentiaaliyhtaloista

1.1 Johdanto

Differentiaaliyhtalo on yhtilo jossa esiintyy tuntemattoman funktion derivaattoja.
Tarkoituksena on ratkaista kyseinen tuntematon funktio. Yhden muuttujan funk-
tioiden tapauksessa puhutaan tavallisista differentiaaliyhtdléista.

Esimerkkeja differentiaaliyhtéloistd ovat esimerkiksi

o y'(z) =y(z)
o y(z) =zy(z)* +y(x)
o y'(2) =y (x)/2% x #0.

Tarkoituksena on 16ytaa kaikki yhtélon ja annetut lisdehdot toteuttavat funktiot.

Usein kylldstytddn merkitseméin parametria funktion perdén silloin kun se kiy ilmi
asiayhteydestéd. Edelliset differentiaaliyhtélot tavataan kirjoittaa muodossa

oy =y
oy =ay’+y
° y"zy’/x27$7é0,

jossa tulee muistaa y:n olevan funktio ja z:n funktion parametri.

1.2 Ratkaisun olemassaolosta ja yksikisitteisyydesta

Ratkaisun olemassaolo on minké tahansa sovelluksen kannalta ehdottoman téirkeéa.
Jos ratkaisua ei ole olemassa, lienee selvdd, ettd soveltaminen ei onnistu. Myos
olemattoman ratkaisun numeerinen arviointi lienee helposti ymmarrettavissa jar-
jettomaksi. Jos taas ratkaisu ei ole yksikédsitteinen, tilanne on lihes yhtd huono,
silli annettu informaatio ei riitd madrittdméasan mitd ratkaisuista tulisi kiyttaa. Nu-
meerisen laskennan osalta tilanne on aivan yhtd mieleton, silli ei voida tietd, mita
mahdollisista ratkaisuista numeerinen ratkaisu noudattaa milloinkin.

Yleisesti, jos lisdehtoja ei ole annettu, tavallisella differentiaaliyhtalclld on joko
ddrettomin monta ratkaisua tai sitten ei yhtdan. Esimerkiksi yhtalolld i (z)* = —1
ei ole yhtddn ratkaisua, kun taas mikéi tahansa funktio C'e®, jossa C' on reaaliluku,
toteuttaa yhtalon ¢/ (x) = y(x), silla ¢/ (x) = Ce® ja y(z) = Ce”.
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2 Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

Ehka tarkein kisite yhden muuttujan differentiaaliyhtéloiden luokitteluun on yhtdalon
kertaluku. Yhtdlon kertaluvuksi sanotaan ratkaistavan funktion suurimman kertalu-
vun derivaatan kertalukua.

Esimerkiksi yhtdlon ¢’ + zy = 2 kertaluku on 1, yhtalon zy” = —y kertaluku on 2
ja yht#lon 312 +y = —x kertaluku on 12.

2.1 Separoituvat differentiaaliyhtalot

Usein yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon 3y’ = f(z)g(y). Esimerkkeji tallaisista se-
parottuvista differentiaaliyhtiléistd ovat muun muassa

/! 2 2
oy = 12 vy
F@) g(y)
ey=_2_y
—~—
F@) g(y)
oy =—y=_1_(~y)
F=) gy
e y=x=_x _1
f@) gy)

Nyt yhtdlo on separoitu. Integroidaan yhtélo puolittain muuttujan x suhteen. Yhtalon
vasemmalla puolella on 1/g(y(x)) kerrottuna siséfunktion y(z) derivaatalla y'(x),
joten integrointi on ainakin periaatteessa helppoa, jos 1/¢g osataan integroida. Nain
saadaan yhtalo funktiolle y.
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Joskus yhtélo voidaan ratkaista muotoon y =------ . Talloin puhutaan eksplisiitti-
sestd yhtalosté funktiolle y. Jos tdmaé ei ole mahdollista, joudutaan yhtalo jattamain
implisiittiseen muotoon.

Ratkaisussa tulee koko ajan kiinnittda huomiota siihen, ettd jokainen vélivaihe on
yhtapitava edellisen vilivaiheen kanssa. Lopuksi tulee vield huomata, ettd ratkaisu
on olemassa vain véleilla, joilla g(y(z)) # 0. Tama tulee tarkistaa erikseen sijoitta-
malla ratkaisun y lauseke funktion g(y) lausekkeeseen ja ratkaisemalla mahdolliset
nollakohdat. Ratkaisu on olemassa vain niilld vileilld, joilla kyseisid nollakohtia ei
ole.

Esimerkki 1. Ratkaistaan tavallinen separoituva differentiaaliyhtils ¢/ = 2% — 2%y,
kun y > 1.

Kirjoitetaan ensin yhtélon oikea puoli tulomuotoon, z? — z?y = 2?(1 — y). Yhtilo
on siis

y=2"(1-y),y>1
Koska y > 1, on 1 —y < 0 ja voidaan jakaa tekijélld (1 —y). Yhtdlé on nyt muodossa

Yy 2

Integroidaan muuttujan x suhteen ja saadaan yhtapitavésti

/
/ Y da::/xde.
l—y

Vasemmanpuoleinen integraali voidaan kirjoittaa muotoon

by ﬂ:—ln(y—l)—l—Cl.

1—y y—1

Oikeasta puolesta tulee

1
/x2 dr = §x3+C’2.

Siirretddn integraalien vakiotermit oikealle puolelle vakioksi C5 = Cy—C ja saadaan
yhtaloketju

1
—In(y—1) = §$3+C'3

1
In(y—1) = —§$3—Cg

’y—l fy 633
y = 1+e 3¢
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Téassd C'3 on mielivaltainen reaaliluku, joten —C3 voi myos olla miké tahansa. Néin
ollen e~ voi olla miké tahansa positiivinen luku. Merkitdin nyt C' = e=, C > 0,
ja alkuperdinen yhtalé on yhtéapitavisti kirjoitettu muotoon

y=1+Ce 3", C>0.

Vakio C voidaan kiinnittaa vaatimalla esimerkiksi lisdehto y(3) = 5, joka siis tarkoit-

taa -
y(3) =1+ Ce 3% =1+ Ce™? =5, eli

C = 4é°.

Todetaan vield, ettd C' > 0 kuten pitddkin. Siis ehdon y(3) = 5 toteuttava yhtélon
y' = 2% — 2%y, y > 1 ratkaisu on

1

y(z) = 14 4e*5%",

2.2 Lineaariset differentiaaliyhtilot

Differentiaaliyhtalo on lineaarinen jos se on muotoa

Y+ g (2)y T - an(2)y F ao()y = ().

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo on lineaarinen jos se on muotoa

y' +p(x)y + q(z)y = r(z),

ja ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo jos se on muotoa

Y+ p(x)y = r(x).

2.2.1 Homogeeniset differentiaaliyhtilot

Lineaarista yhtdloa kutsutaan homogeeniseksi, jos r(x) = 0. Homogeenisen yhtélon
ratkaisujen summat ja monikerrat ovat myos homogeenisen yhtalon ratkaisuja. Toisin
sanoen, jos y; ja Yo ovat homogeenisen yhtilon ratkaisuja, myos ay; + Sys on saman
homogeenisen yhtilon ratkaisu, jossa « ja 8 ovat mielivaltaisia reaalilukuja.

Néytetddn tdmé toisen kertaluvun lineaarisen homogeenisen differentiaaliyhtilon
tapauksessa. Jos f = ay; + By., pitee
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f o) f +q@) f" = (ay + By2)” + p(x)(ays + Bya) + q(x)(ayr + Bi)
= a-(y] +p@)yy +q@)y) + 8- (vy +p(x)ys + q(x)y2)
= a-0+0-0
= 0,

joten f = ay; + Pys on homogeeniyhtilon ratkaisu kun y; ja yo ovat homogeeniyh-
talon ratkaisuja.

Homogeeninen lineaarinen ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtilo voidaan rat-
kaista esimerkiksi separoimalla.

Esimerkki 2. Ratkaistaan homogeeninen lineaarinen ensimmaéisen kertaluvun ta-
vallinen differentiaaliyhtélo 3’ + 3y = 0.

Kirjoitetaan yhtdlé muotoon 3’ = —3y ja havaitaan heti, ettd y = 0 on ratkaisu.
Tutkitaan sitten ratkaisua vélilld, jolla y # 0. TAll6in saadaan yhtapitévisti

/

Vo_
Y

Inly = =-3z+C,
lyl = e7et.
y = =eeT

Tama yhtdlo on ymmaérrettiva pisteittiisesti: jokaisella parametrin z arvolla pitee
erikseen
y(x) = +e% e tai y(z) = —ePe .

Koska kuitenkin differentiaaliyhtélod kirjoitettaessa oletettiin funktion g olemas-
saolo, taytyy funktion y olla derivoituva ja siten jatkuva. Koska y on jatkuva, ei
y voi muuttaa merkkiddn saamatta arvoa 0 vilissda. Koska rajoituttiin vilille, jolla
y(x) # 0, yhtdlossd valittu merkki + tai — on sama koko funktiolle y. Néin ollen
voidaan kirjoittaa Cy = e

y(z) = Coe ", jossa Cy # 0.
Huomataan vield, ettd jos sallitaan Cy = 0, saadaan téstd yhtalostd myos trivi-

aaliratkaisu y = 0. Yleinen ratkaisu on siis y = Ce™3%, jossa C' on mielivaltainen
reaaliluku.
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2.2.2 Epahomogeeniset differentiaaliyhtilot

Oletetaan, ettd y; ja yo ovat epdhomogeenisen toisen kertaluvun lineaarisen diffe-
rentiaaliyhtalon
y' +pa)y +qlx)y =r(z)
ratkaisuja. Talloin ratkaisujen erotus y; — y» toteuttaa homogeenisen differentiaali-
yhtéalon:
(y1 — y2)" +p(2)(y1 — 92)" + a(2)(y1 — v2)

=y + p(z)y; + q(@)yr — (y5 + p(x)yh + q(x)ys)
=r(x) —r(x) =0.

Siis aina kun y; ja y» ovat epdhomogeenisen yhtdlon ratkaisuja, on y; —y2 on vastaa-
van homogeenisen yhtédlon ratkaisu. Néin ollen epdhomogeenisen yhtalén ratkaisut
eroavat toisistaan jollakin homogeeniyhtalon ratkaisulla. Siis mikili tunnetaan ho-
mogeeniyhtalén yleinen ratkaisu ja mikd tahansa yksittdisratkaisu epdhomogeeniselle
yhtélolle, saadaan epdhomogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu laskemalla ndmé yh-
teen. Toisin sanoen epahomogeeniyhtalén yleinen ratkaisu on

y(x) = y1(x) + h(z), jossa

y1 on epahomogeenisen yhtilon yksittdisratkaisu ja h(x) on homogeeniyhtélon ylei-
nen ratkaisu.

Epdhomogeenisen yhtalon yksittdisratkaisu saadaan esimerkiksi arvaamalla, hatusta
vetdmalld (ns. Stetson-Harrison) tai kysymaélla oraakkelilta.

Esimerkki 3. Ratkaistaan epihomogeeninen yhtilo ¢’ = 2y + e**

Kirjoitetaan yhtild ensin normaalimuotoon ¢’ — 2y = e?* ja ratkaistaan aluksi ho-
mogeeniyhtilo ¢y — 2y = 0. Tamén ratkaisu saadaan esimerkiksi separoimalla ja se
on Ce?®

Tarvitaan vield jokin yhtdlon ¢/ — 2y = e2® yksittiisratkaisu. Eksponenttifunktio
olisi varmaankin hyva arvaus, silld yhtalo sisaltad eksponenttifunktiota ja homogee-
niyhtilon ratkaisussa on eksponenttifunktio. Kokeillaan yritettid y = AeB®.

Talla yritteelld yhtdlon vasemmasta puolesta tulee
y — 2y = ABeP* — 24eP" = (AB — 2A) 8

ja oikeasta puolesta e2®. Jotta timi yhtilo toteutuisi, tulisi olla B = 2 ja AB—2A =
1,eli 2A — 2A = 0 = 1. Tama4 on ristiriita, joten arvaus meni pieleen.
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Luultavasti ratkaisussa pitdisi silti olla mukana e?*, mutta ilmeisesti jotain muu-
takin. Yksinkertainen yrite voisi olla esimerkiksi y = A xe?®.

Sijoittamalla saadaan yhtdlon vasemmalle puolelle
Y — 2y = Ae*® 4+ 2Axe™ — 2Axe®® = Ae™®.

Tamén tulisi olla yhtd kuin e2®, ja niin selviistikin kily kun valitaan A = 1. Siis
yksittiisratkaisuksi kelpaa y = ze?®.

Lineaarisen yhtédlon yleinen ratkaisu saadaan summaamalla epdhomogeeniyhtilon
vksittédisratkaisu ja homogeeniyhtdlon yleinen ratkaisu. Siten kysytyn epdhomogeenisen
yht#lon yleinen ratkaisu on y = ze** + Ce*®.

2.3 Vakion variointi

Vakion variointi on helppo ja toimiva menetelma yksittaisratkaisun 16ytamiseen lin-
eaariselle yhtalolle. Ratkaisun ideana on ratkaista ensin homogeeninen yhtalo ja sen
jilkeen 16ytéaa yksi yksittaisratkaisu epidhomogeeniselle yhtélolle varioimalla vakiota,
eli korvaamalla homogeenisen yhtélon ratkaisun integrointivakio C' funktiolla C'(z),
joka pyritddn madrittAméaan.

Valaistaan menetelmaa esimerkin kautta.

Esimerkki 4. Ratkaistaan yhtilo 3’ = 2y + 2* vakion varioinnilla. Oletetaan tun-
netuksi homogeenisen yht#lén ratkaisu y = Ce?®. Ratkaistaan epihomogeenisen
vhtilon yksittdisratkaisu asettamalla C' = C(z) ja kiytetdin yritettd y = C(z)e?2.

Yhtélon vasemmaksi puoleksi saadaan C'(x)e** + 2C(z)e?.

Oikeaksi puoleksi saadaan 2y + e** = 2C(x)e*” + €**. Yhtélo on siis
C'(z)e** +2C(z)e* = 2C(x)e* + €**, joka

sievenee muotoon
C'/(x)e2r — 2,

Ratkaistaan tistd C'(x) = x+C5. Koska epdhomogeeniyhtélélle tarvitsee tuntea vain
vksi ratkaisu, valitaan yksinkertaisuuden vuoksi Cy = 0. Siis y = C(x)e** = ze** on
haluttu yksittaisratkaisu.

Loput ratkaisut saadaan lisidmalld tdhan homogeenisen yhtdlon ratkaisut:

y(x) = xe®™ + Ce*.
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2.4 Integroivan tekijin menetelmé

Integroivan tekijdn menetelmé on usein mukavampi, mutta saattaa johtaa vaikeisiin
integraaleihin ja soveltuu kunnolla vain ensimméisen kertaluvun lineaarisiin diffe-
rentiaalivhtdloihin. Menetelmén etuna on, ettd homogeenisen yhtélon ratkaisua ei
tarvitse tietad etukiteen.

Tutkitaan yhtilod a(z)y’ + b(z)y = c(z). Oletetaan, ettd a(z) # 0, jolloin voidaan
jakaa tekijdlla a(x) ja saattaa yhtalo normaalimuotoon

b(x) c(x)

V't @ " )

Merkitadn nyt % = p(x) ja o) = r(x) ja kirjoitetaan yhtélé muotoon

y' +p(@)y =r(z).

Menetelmén idea on kertoa yhtélo sopivalla funktiolla () niin, ettd yhtélon vasen
puoli saadaan kirjoitettua tulon py derivaattana p'y + uy'.

Yhtdlo ¢ + p(x)y = r(z) padtyy siis kertomisen jalkeen muotoon
'+ pla)py = pr(z),
jossa vasemman puolen py’ + p(x)uy taytyy olla yhta kuin py’ + p'y:
/' +p@)py = py' + 'y
p(@)py = py.

Tama toteutuu kun

1= p(@)p,
ja miké tahansa tdméan yhtilon toteuttava p kelpaa; integrointivakiota funktioon p
ei siis tarvita. Jokin yksittdinen sopiva p on helppo 16ytaa esimerkiksi separoimalla.

Funktio p valittiin niin, ettd vasen puoli py’ + p(z)uy on kirjoitettavissa tulon py
derivaattana (py)’. Néin ollen yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

(ny)" = pr(z),
josta integroimalla saadaan
py = /ur(m)d% +C ja
1

C
y=— /m’(x)dx + —.
7 7
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Esimerkki 5. Ratkaistaan yht#lo ¢/ = 22y + €** integroivan tekijin menetelmalli.
Kirjoitetaan aluksi yhtdlé muotoon
y — 2y = e*
ja kerrotaan puolittain funktiolla u(x). Nyt yhtdlé on
wy' — 2uwy = pe”,

jossa u valitaan niin, ettd vasen puoli uy’ — 2uxy on tulon uy derivaatta uy + u'y.
Tama toteutuu kun

p = —2xpu,
jolle I6ydetadn yksittiisratkaisu separoimalla:
po= —2rp
/
1
In|u| = —2®+ Cy; valitaan C; = 0
_ a2
ul = e
o= j:e""““Q; 4 on jatkuva eikd vaihda merkkid; valitaan +

o= e kay.

Funktio p = e toteuttaa yhtélon p/ = —2xp ja mahdollistaa yhtéalon vasemman
puolen py’ — 2pxy kirjoittamisen muotoon (uy)’. Jatketaan tasta:

(67.%23/)/ — 671’2 eCCQ
(™)’ 1
e_IQy = xz+C
y = ze® + Ce*

3 Toisen kertaluvun vakiokertoimiset yhtilot
Yleinen toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdlo on muotoa
y' +p()y + q(x)y = r(2).

Tallaisen yhtélon ratkaisu on yleensd hankalaa. Usein funktiot p, ¢ ja r ovat kuitenkin
vakioita. Tutkitaan nyt tillaista tapausta, jossa lisdksi r = 0.
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3.1 Homogeeninen tapaus

Tutkittavana on nyt differentiaaliyhtalo y” + py' + qy = 0, jossa p ja q ovat reaali-
vakioita.

Lineaarisesta toisen kertaluvun homogeeniyhtédlosta tiedetdédn, ettd silla on tés-
maélleen kaksi toisistaan lineaarisesti riippumatonta epétriviaalia ratkaisua, eli nol-
lasta poikkeavaa ratkaisua y; ja s, joita ei saada toisistaan vakiolla kertomalla.

Kaikki ratkaisut saadaan niista ratkaisujen vy, ja y lineaarikombinaationa, eli muo-
dossa y = ay; + fys, jossa « ja [ ovat mielivaltaisia reaalilukuja.

Taméin yhtilon ensimméisen kertaluvun vastineen i’ + Ay = 0 ratkaisu on y = e~ **.

Kokeillaan siten toisen kertaluvun lineaariselle homogeeniselle vakiokertoimiselle dif-
ferentiaaliyhtilélle ratkaisua yritteelld y = e*. Saadaan

v +py +qu=0

NN + pAe 4 ge =0
M4+ pA+q=0.

Tami on yhtilén y” + py’ + qy = 0 karakteristinen yhtils. Funktio y = e siis
toteuttaa alkuperiisen yhtalon y” + py’ + qy = 0 jos ja vain jos A on karakteristisen
yhtalon juuri.

Olkoot A1 ja Ay nyt karakteristisen yhtélon ratkaisut.

Jos saadaan kaksi erisuurta reaaliratkaisua, y; ja ys, y1 # 4o, tiedetddn nyt ratkaisuik-
si g1 = eM” ja yo = €%, Niin ollen kaikki ratkaisut ovat Ae*® + Be*?*  jossa A ja
B ovat mielivaltaisia reaalilukuja.

Jos reaaliratkaisuja ei saada lainkaan, saadaan kaksi kompleksiratkaisua, A\ = a+if3
ja Ao = o — 3. Nyt, kuten edelldi, eM® = 2@+ jg e*2? = 02~ gyat ratkaisuja.
Siis myds

eaxei,é’x + eaxe—iﬁx eiﬂ:r: + e—i,Bx )
5 = e‘mT = e cos(fz) ja

eoa:ceiﬁx o eozxe—iﬁa: o eiﬁx o e—iﬂx o

= —F—— =e"sin(fxr) ovat

21 21 (Bz)

ratkaisuja. N&itd ratkaisuja ei saada toisistaan vakiolla kertomalla, joten kaikki
ratkaisut ovat Ae™” cos(fz)+ Be** sin(fx), jossa A ja B ovat mielivaltaisia vakioita.




3 TOISEN KERTALUVUN VAKIOKERTOIMISET YHTALOT 12

Jos saadaan tdsmilleen yksi reaaliratkaisu A\, on y = e’ edelleen ratkaisu. Néiin
saadaan kuitenkin vain yksi ratkaisu, eikd siten suoraan voida péaitelld kaikkia
ratkaisuja. Yritetdin jossain mielessii seuraavaksi helpointa yritetti, y = xe’®, jolle

o AT
y—l’@ )

y/ — e)w + )\ZL‘@AJ:,

y" =22 4 Nxe.

Y 4 py + qu = 2N+ pA+ q) + e (2X + )
= 2e™(0) + e (0) = 0,

silld 1) A on yhtdlon A? + pA + ¢ = 0 juuri, ja ii) karakteristisella yhtilslla on
vain yksi ratkaisu, joten sen diskriminantti on nolla, joten toisen asteen yhtdlon

ratkaisukaavasta \ = #ﬁ = —P2. Koska A\ = —%, saadaan edellisessii yhtdlossa

2\ +p =0, joten ze™* toteuttaa differentiaaliyhtilon.
Kootaan vield lyhyesti:

e Jos karakteristisella yhtalolla on reaalijuuret \;, Ao, Ay # Ao, ratkaisut ovat

AeM® + Be?®,

e Jos karakteristisella yhtalolla on kompleksijuuri A = a + i3, ratkaisut ovat

Ae™ cos fx + Be® sin fx.

e Jos karakteristisella yhtdlolla on vain yksi reaalijuuri A, ratkaisut ovat

Ae™ + Bre®.

3.2 Vakiotapaus

Jos yhtalo on muotoa y” + py’ + qy = r, jossa r on vakio, etsitddn yksittdisratkaisu
yritteelld y = vakio. Talloin v’ ja y” havidavit ja jad jaljelle qy = r, josta y =
r/q. Kaikki ratkaisut saadaan lisaamélla tdhén vastaavan homogeenisen yhtalon
ratkaisut.
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3.3 Yleinen tapaus

Tutkitaan yhtilod y” + py' + qy = r(z), jossa p ja g ovat reaalivakioita. Sopivalla
yritteelld voidaan usein arvata yksittdisratkaisu, jolloin kaikki ratkaisut saadaan
lisiamalld homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu. Joskus tdmé voi olla vaikeaa,
mutta onneksi on vaihtoehto.

Tunnetusti voidaan derivaattaa y merkitd myos Dy. Vastaavasti saadaan toiselle
derivaatalle 4" = (y') = D(Dy) = D?y. Derivaatan voi myds kertoa vakiolla,
(aD)y = ay’ ja niitd voidaan laskea yhteen: (D? + pD + q)y = D?y + pDy + qy =
v +py +aqy-

Karakteristinen polynomi A\*4p\-+¢q voidaan kirjoittaa tulomuotoon (A—MX;)(A—X\),
jossa Ay ja Ay ovat karakteristisen polynomin juuret. Tdsmélleen samalla tavalla,
koska p ja ¢ eivit ole funktioita vaan vakioita, voidaan kirjoittaa D? + pD + ¢ =
(D — M) (D — \y). Todetaan vield, ettd téssé ei olla huijattu:

(D=A)D=X)y= D= M)W —Xay) =9" =M+ X)y + Moy =v" +py' +qy,

kuten pitddkin. Ta4ma on siis vain toinen tapa kirjoittaa sama asia.

Ratkaistaan nyt yhtalo (D — A\ )(D — A)y = r(z) kahdessa osassa. Aloitetaan
merkitsemélld sisempéd osaa (D — A9)y funktiolla g:

g=(D—=X)y=y — ly.

Seuraavana on ratkaistavana yht&lo

(D—X\)g = r(x),eli
g =g = r(x).

Tama yhtdlo ratkeaa esimerkiksi integroivan tekijan menetelmallé, jolloin vastaus
on

g(z) = M / My (1)

Edelleen tiedetéén, ettd y'— Ay = g. Samalla tavalla saadaan tdmén yhtalon ratkaisuk-
si

y= [ g(a)da,

jossa g on ratkaistu edella.
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Néin on ratkaistu yleinen vakiokertoiminen toisen kertaluvun lineaarinen epiho-
mogeeninen tavallinen differentiaaliyhtélo.

Jos menetelméssa edelld sattuisi kdymédn niin, ettd Ay = Ay, menetelmé toimii
edelleen. My6s kompleksisilla juurilla menetelméa toimii edelleen, mutta laskut on
tehtdva kompleksiluvuilla.

Esimerkki 6. Ratkaistaan esimerkin vuoksi yhtilo y”+1y'—2y = e*. Ollaan viisaam-
pia kuin edelld ja etsitddn pelkistdan yksittiisratkaisu hankalammalla menetelmél-
1. Sen jilkeen tdydennetdén ratkaisu tdydelliseksi lisidmailla lineaarisen yhtalon
ratkaisuun homogeeniyhtalon ratkaisu.

Karakteristisen yhtilon A% + A — 2 = 0 juuret ovat A\; = 1 ja Ay = —2. Voidaan siis
kirjoittaa alkuperédinen yhtéloé muotoon (D —1)(D+2)y = e®. Merkitddn (D+2)y =

Yy 4 2y = g ja ratkaistaan (D — 1)g = ¢’ — g = €” arvaamalla integroiva tekija e *:

g—9 = ¢
e g+ (-1)e g = 1
(e7g) =1
e g = z+C
g xe’ 4+ Che”.

Koska etsitdin vain yksittédisratkaisua, valitaan C; = 0, jolloin g = ze”.

Ratkaistaan sitten jalkimmaéinen osa, eli yhtélo (D + 2)y = g. Jélleen kokemuksen
syvall rintafdsinelld nihdisin heti integroiva tekiji e2*:

Yy +2y = we”

6Qxyl + 2€2xy — ZE@SI
(e2:py)/ — xe&fr
ey = /xe?’x dx
1 1
2x 3z 3x
e = —ze¥ — =" +C
Y 3 9 2
1 1
= —ge® — =% 4 Che 2*.
Yy 3 9 2

Valitaan myds edellisessd Cy = 0, jolloin saadaan yksittdisratkaisu

1 T 11‘
Y1 = -we’ — —e”.

3 9
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—2x

Lisdamalld tdhdn homogeeniyhtilon yleinen ratkaisu Ae® + Be™**, saadaan epaho-

mogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu:

1 1
Yy = 533696 — §ex + Ae® 4+ Be 2.

Huomataan vield, ettd termi —%e”” voidaan sisillyttad termiin Ae”, jolloin yleinen
ratkaisu sievenee muotoon

1
Yy = §:cex + Ae®” + Be™?,

jossa A ja B ovat mielivaltaisia reaalilukuja.



