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LUKU 1

Luku 1

1.1 TehtaGvasarja 1
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Tehtavid

1. Onko paittely loogisesti patevd? Perustele.

a) Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia. Lasse-kissa on kuolevainen. Siis
Lasse-kissa on ihminen.

b) Kaikki koirat osaavat haukkua. Halli on koira. Siis Halli osaa hauk-
kua.

a) Ei.
b) On.
2. Ovatko seuraavat padttelyt loogisesti pitevid? Perustele.

(1) Kaikki tetraedrit ovat pyramideja.
a) (2) Jotkut kartiot ovat tetraedreja.
(3) Jotkut kartiot ovat pyramideja.

(1) Kaikki sylinterit ovat lierioita.
b) (2) Mikién lierio ei ole kartio.

(3) Jotkut sylinterit ovat kartioita.

(1) Luku 345 paittyy numeroon 5.

¢) (2) Nollaan padttyva luku on viidella jaollinen.
(3) Luku 345 on viidelld jaollinen.

a) On.
b) Ei.
¢) Ei.

3. Onko seuraava piittely loogisesti pitevd? Perustele.

a) Jos ulkona on pakkanen, menen hiihtdmiin. Ulkona ei ole pakkanen.
Siis en mene hiihtdmain.

b) Jos ulkona on pakkanen, menen hiihtimién. En mene hiihtim&én.
Siis ulkona ei ole pakkanen.

¢) Jos tieddn nukkuvani, niin nukun. Jos tieddn nukkuvani, niin en nuku.
Siis en tiedd nukkuvani.

a) On.
b) Ei.
c) Ei.
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4. Tutkitaan polynomia

P(x) = x> — 10x* + 35x3 — 50x% + 25x.

a) Laske P0), P(1), P(2), P(3) ja P(4).

b) Miti voit sanoa luvuista P(n), kun n on luonnollinen luku?

c) Testaa padtelmadsi kokeilemalla myos muilla luonnollisilla luvuilla
esimerkiksi laskinta kayttden.

a) 0)=0,PA1)=1,P2)=2,P3)=3,P4) =4
b) PAn)=n
c) P(5) = 125, paitelmd ei pide.

5. Arkiajattelussa kdytetdén usein ajattelumalleja, jotka eivit ole loogisesti
perusteltavissa. Miké virhe on seuraavissa paitelmissi?

a) Ilta-Sanomien kyselyssd 66 % vastaajista uskoo maan ulkopuoliseen
eldméidn. Maan ulkopuolista eliméi on olemassa.

b) The Sunday Times -lehden haastattelussa kuuluisa tiedemies Stephen
Hawking totesi pitivinsd ldhes varmana, ettd avaruudessa on maan
ulkopuolista dlykidstd elamdd. Maan ulkopuolista elimdi on olemas-
sa.

¢) Tiedemiehistd 90 % viittid, ettd nykyinen ilmastonmuutos on ihmi-
sen aiheuttamaa eiké johdu maapallon lampdétilan luontaisesta jaksol-
lisuudesta. Siis nykyinen ilmastonmuutos on ihmisen aiheuttamaa.

d) Televisiouutisissa kerrottiin, ettd toisen maailmansodan aikainen ho-
lokausti oli vain liittoutuneiden propagandaa. Siis holokaustia ei ta-
pahtunut toisen maailmansodan aikana.

a) Johtopaitos vedetty vastaajien uskomuksesta.

b) Johtopiitos vedetty Stephen Hawkingin uskomuksesta.

c) Johtopditds perustuu tiedemiehien viitteisiin, joista ei ole varmaa
totuutta.

d) Johtopiitds perustuu televisiouutisen vditteeseen, josta ei ole selvid
todisteita.
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6. Ovatko seuraavat paéttelyt loogisesti patevid? Perustele.

(1) Kaikilla x toteutuu y.
a) (2) Joillakin z toteutuu x.

(3) Joillakin z toteutuu y.

(1) Kaikilla A toteutuu B.
b) (2) Ctoteuttaa B:n.

(3) Ctoteuttaa A:n.

(1) Kaikilla A toteutuu B.
¢) (2) Milldin C ei toteudu B.

(3) Milldan C ei toteudu A.

a) On.

b) Ei. Jos A toteuttaa B:n, B ei vilttamitta toteuta A:ta.

¢) On. Vastaoletuksesta “Jollakin C toteutuu A.” on johdettavissa risti-
riita.
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Kotitehtdvid

1.

Ovatko seuraavat péittelyt pateviid? Perustele.

(1) Kaikki kissat osaavat kehréti.
a) (2) Tami eldin osaa kehrita.
(3) Tamad eldin on kissa.
(1) Kukaan laiska opiskelija ei selvid kokeesta.
b) (2) On opiskelijoita, jotka selvidvit kokeesta.
(3) On opiskelijoita, jotka eivit ole laiskoja.
a) Ei.
b) On.

Ovatko seuraavat paittelyt patevid? Perustele.

(1) Neljakkiin lavistdjat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
a) (2) Neljikas on suunnikas.
(3) Suunnikkaan ldvistéjit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
(1) Kaikki suorakulmiot ovat suunnikkaita.
b) (2) Jotkut nelikulmiot ovat suorakulmioita.
(3) Jotkut nelikulmiot ovat suunnikkaita.
(1) Kolmio ABC on tasakylkinen.
c¢) (2) Tasasivuiset kolmiot ovat tasakylkisié.
(3) Kolmio ABC on tasasivuinen.
a) Ei.
b) On.
¢) Ei.

. Ovatko seuraavat paittelyt patevida? Perustele.

2) (1) Kaikki lammasfarmin lampaat ovat joko mustia tai valkoisia.
(2) Kaikki lampaat ovat mustia tai valkoisia.
(1) Tavallisessa korttipakassa kortti on aina joko pata,
risti, hertta tai ruutu.
b) (2) Pata- jaristi-kortit ovat mustia.
(3) Hertta- ja ruutu-kortit ovat punaisia.
(4) Kaikki tavallisten korttipakkojen kortit ovat
joko mustia tai punaisia.
a) Ei.
b) On.
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4. Jddmaa on kokonaan Merimaan itdpuolella. Kummallakin on etelédrajaa

Aurinkomaan kanssa. Merimaalla ja Aurinkomaalla on ldnsiraja Lumimaan

kanssa. Kukkamaa on kokonaan Jddmaan ja Aurinkomaan itdpuolella.

a) Onko Merimaalla ja Kukkamaalla yhteisté rajaa?

b) Voiko Lumimaalla ja Kukkamaalla olla yhteisti rajaa?

a) Ei.

b) Voi, koska Merimaalla ja Aurinkomaalla voi olla Lumimaan kanssa

muutakin rajaa kuin ldnsiraja. Kuvan piirtdiminen saattaa auttaa.

5. Ovatko seuraavat pidttelyt pitevid? Perustele.

Milldén x ei toteudu y.
Kaikilla z toteutuu x.

Milldén z ei toteudu y.
Kaikilla A toteutuu B.
Joillakin C toteutuu B.

(1
a) (2
(3)
(1
b) (2)
(3)
5.
a) On.
b) Ei.

Joillakin A toteutuu C.
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LUKU 2

Luku 2

2.1 Tehtdvasarja 1

Luku 2. Luku2 13



14

Tehtavid

. Onko lause atomilause?

a) Tampere on Pirkanmaalla.

b) Kajaani on Suomen péadkaupunki.
¢) Hattu pois paista!

d) On olemassa suurin alkuluku.

e) Onko avaruudessa elamai?

f) 5+12=18.

a) On.
b) On.
c) Ei.
d) On.
e) Ei.
f) On.

. Kirjoita lauseen negaatio.

a) Téandin on maanantai.

b) 2+3 =5.

¢) Luku on negatiivinen.

d) Ainakin yhdelld ryhmidmme opiskelijalla on ruskeat silmait.
e) Kymmenessi sivussa tekstid on vihintdédn seitsemin virhetta.
f) Keséd Vilimerelld on kuuma ja aurinkoinen.

a) Tdndin ei ole maanantai.

b) 2+3#5

¢) Luku on positiivinen.

d) Ainakin yhdelld ryhmidmme opiskelijalla ei ole ruskeita silmié.
e) Kymmenessi sivussa tekstid on vihintdédn seitsemin virhetta.
f) Kesd Vilimerelld on kylma ja pilvinen.
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3. Olkoot lause A: “veikkasin lottorivin” ja lause B: “voitin miljoona eu-
roa”. Kirjoita suomen kielelld lauseet

a) DA,

b) AV B,

c) AAB,

d) AA-B,

e) "AV (A A B),
f) =~AA-B.

a) En veikannut lottorivia.

b) Veikkasin lottorivin tai voitin miljoona euroa.

c) Veikkasin lottorivin ja voitin miljoona euroa.

d) Veikkasin lottorivin ja en voittanut miljoonaa euroa.

e) En veikannut lottorivié tai veikkasin lottorivin ja voitin miljoona eu-
roa.

f) En veikannut lottorivid enké voittanut miljoonaa euroa.

4. Olkoot lause A: ”on kaunis kesdpdivd”, lause B: “lokit kirkuvat” ja lause
C: “kivelen rannalla”. Kirjoita suomen kielelld lauseet

a) "AV B,

b) AABAC,

c) (AAC),

d) (AANC)V (BA-C).

a) Ei ole kaunis kesipdiva tai lokit kirkuvat.

b) On kaunis kesépiivi, lokit kirkuvat ja kidvelen rannalla.

c) Ei ole totta, ettd on kaunis kesdpdivi ja kivelen rannalla.

d) On kaunis kesdpdivi ja kdvelen rannalla tai lokit kirkuvat ja en kivele
rannalla.
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5. Olkoot A: ”on pilvistd” ja B: “’sataa lunta”. Formalisoi seuraavat lauseet
eli kirjoita ne lauseiden A ja B sekd konnektiivien -, A ja Vv avul-
la.

a) On pilvisti ja sataa lunta.

b) On pilvistd, mutta ei sada lunta.

c) Ei ole pilvistd eikd sada lunta.

d) On pilvista tai sataa lunta.

e) On pilvisti ja sataa lunta tai ei ole pilvistd eikéd sada lunta.

a) AAB

b) AA-B

c) " AA-B

d AVB

e) (AANB)V-AA-B

6. Formalisoi lauseet:

a) Mustikat polun varrella ovat kypsii tai alueella ei ole ndhty karhuja.

b) Ei ole totta, ettd mustikat polun varrella ovat kypsii tai alueella on
nihty karhuja.

¢) Mustikat polun varrella ovat kypsid, mutta alueella ei ole nihty kar-
huja, tai sitten mustikat eivét ole kypsié ja alueella on nihty karhuja.

d) Karhuja ei ole nihty alueella ja polulla vaeltaminen on turvallista,
mutta mustikat ovat kypsia.

6. Olkoot A: "Mustikat polun varrella ovat kypsid.”, B: "Alueella on nihty
karhuja.” ja C: ”Polulla vaeltaminen on turvallista.”

a) AV-B

b) =(AV B)

¢) (AA=B)V (=AA B)
d) “BACA A)
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a) Laadi totuustaulu lauseelle = A v = B. Milld atomilauseiden A ja
B totuusarvoilla lause on tosi?
b) Laadi totuustaulu lauseelle -(A A B). Milld atomilauseiden A ja B

totuusarvoilla lause on tosi? Vertaa a-kohdan tulokseen.

c) Keksi atomilauseet A ja B ja ilmaise a- ja b-kohtien lauseet suomen
kielelld.

A|B|-A[-B]-AVv-B
11/ 0] o0 0
1o 0|1 1
ol1] 1| o0 1
olol| 1 |1 1

A| B|=(AAB)

1|1 0

b)| 10 1
0|1 1
00 1

c) Eisada tai ei tuule.
Ei ole totta, ettd sataa ja tuulee.

8. Laadi totuustaulu lauseelle (A A B) V (B V C).

8.

A[B|IC|BVC][AAB|[~BVO | (AAB V~(BVO)
111 1 1 0 1
1l1]o0 1 1 0 1
1lo]1 1 0 0 0
1{ojo]| o 0 1 1
011 1 0 0 0
ol1]0 1 0 0 0
001 1 0 0 0
ololo]| o 0 1 1

Luku 2. Luku 2
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9. Olkoot atomilauseet A: ”x < —17, B: ”’x > 17 ja C: ”x = 1”. Formalisoi
lauseet

a) x # 1,

b) x> 1,

c) x>-—1,

d) x<1,

e) —1<x<1,

f) x<—1taix>1.

a) C

b) BvC

c) 1A

d) ~(BVvO)
e) (AAB

f)y Av(BvCO

10. Saarella asuu haltijoita ja menninkdisia. Turisti tapasi kaksi saarelaista,

Hipsun ja Vipsun. Hipsu sanoi: “Hillat ovat kypsii ja kalaonni on suotuisa,

tai sitten hillat eivit ole kypsid tai kalaonni ei ole suotuisa.” Vipsu viitti:

“Hillat ovat kypsii ja kalaonni on suotuisa, mutta hillat eivét ole kypsia tai

kalaonni ei ole suotuisa.” Tutki totuustaulun avulla Hipsun ja Vipsun viittei-

den totuusarvoja. Mitd voidaan péételld totuustaulun avulla, kun tiedetéén,

ettd saaren asukkaista haltijat valehtelevat aina ja menninké&iset puhuvat ai-

na totta? Saiko vierailija kdyttokelpoista tietoa marjasadosta tai kalaonnes-

ta?

10. Olkoot A: "Hillat ovat kypsid.” ja B: ”Kalaonni on suotuisa.”

A[B|-A[-B][AAB|-AV-B|[(AAB)V(=AV-B) | (AAB)A(=AV-B)
110l o 1 0 1 0
1ol o |1 0 1 1 0
ol1|11]o0 0 1 1 0
olo| 1 |1 0 1 1 0

Hipsu on menninkiinen ja Vipsu on haltija. Kidyttokelpoista tietoa vieraili-

jalle ei kertynyt.
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11. Loogisilla piireilld suoritetaan digitaalisissa laitteissa erilaisia loogisia
operaatioita. L.oogisen piirin toimintaa voidaan kuvata esimerkiksi seuraa-
valla kaaviolla.

sisddnmenot ulostulo

looginen

piiri

Loogisella piirilld on yksi tai useampi sisdénmeno ja yksi tai useampi ulostu-
lo. Tdmén kirjan esimerkeissd ja tehtdvissi késitellddn vain yhden ulostulon
piirejd. Sisddnmenojen ja ulostulon signaalin arvo voi olla 1 tai 0. Edellises-
sé tapauksessa johtimessa on jinnite, jilkimmaéaisessi tapauksessa ei ole.

Loogiset piirit kootaan loogisista porteista. Seuraavassa taulukossa on lue-
teltu loogiset portit, niiden toiminta ja toimintaa vastaava looginen konnek-
tiivi.

Looginen Looginen
& , Toiminta Piirrosmerkki g .
portti konnektiivi
Tai-portti antaa jannitteen,
Tai kun ainakin toisessa Ag AV B
sisddnmenossa on jannite. B
Ja-portti antaa jinnitteen
vain silloin, kun A
Ja . AAB
molemmissa B
sisddanmenoissa on jannite.
Ei-portti antaa jannitteen
silloin, kun sisddnmenossa
Ei e A —A
ei ole jinnitettd, ja
kéantéen.

Esimerkiksi looginen piiri

A

N
>

koostuu kolmesta loogisesta portista ja vastaa lausetta “A A (BV C).

1=

Muodosta seuraavia piirejd vastaavat lauseet.

A

Luku 2. Luku 2
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12. Piirrd lausetta

a) "AAB
b) AV~(BACQC)
c) (AA B)V (—A A C) vastaava looginen piiri.
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Kotiteht&vid

1. Kirjoita lauseen negaatio.

a) 100 > 101.

b) Lompakossani on rahaa korkeintaan 10 euroa.

¢) Kaikki ryhmamme opiskelijat ovat Facebookissa.

d) Koulussamme on tasmaélleen kaksi vasenkaitistd opettajaa.

e) En opiskele latinaa enki kreikkaa.

f) Maarit pitdd lumilautailusta tai késitoistd muttei molemmista.

a) 100 <101

b) Lompakossani on rahaa enemmin kuin 10 euroa.

¢) Kaikki ryhmamme opiskelijat eivit ole Facebookissa.

d) Koulussamme on enemmin tai vihemman kuin kaksi vasenktista
opettajaa.

e) Opiskelen latinaa tai kreikkaa.

f) Maarit pitdd lumilautailusta ja késitoisti tai Maarit ei pidd kummas-
takaan.

2. Olkoot lauseet A: “puutarhan portti on auki”, B: "ruusut kukkivat” ja C:
“menen puutarhaan”. Kirjoita suomen kielelld lauseet

a) A,

b) BAC,

c) AV B,

d) "BAC,

e) 7(AA B),

f) Av-Bja

g) (ANCO)V(EBAQO).

a) Puutarhan portti on kiinni.

b) Ruusut kukkivat ja menen puutarhaan.

¢) Puutarhan portti on auki tai ruusut kukkivat.

d) Ruusut eivit kuki enkd mene puutarhaan.

e) Ei ole totta, ettd puutarhan portti on auki ja ruusut kukkivat.

f) Puutarhan portti on auki tai ruusut eivit kuki.

g) Puutarhan portti on auki ja menen puutarhaan, tai ruusut eivit kuki
ja menen puutarhaan.

Luku 2. Luku 2
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3. Formalisoi lause.

a) Kaino ei ole vanha ja Kaino on mies.
b) Kaino on vanha tai Kaino ei ole mies.
¢) Kaino ei ole vanha mies.

d) Kaino ei ole vanha eiki hin ole mies.

3. Olkoot A: ”Kaino on vanha.” ja B: ’Kaino on mies.”

4.

a) "AAB
b) AV-B
¢) =(A A B)
d) A A-B

Formalisoi lause.

a) Amadeus kuuntelee klassista tai Klaus kuuntelee jazzia.

b) Amadeus ei kuuntele klassista, mutta Klaus kuuntelee jazzia.

¢) Amadeus kuuntelee klassista, mutta Klaus ei kuuntele jazzia, tai sit-
ten Hassinen kuuntelee progea.

d) Ei ole niin, ettd Amadeus kuuntelisi klassista, Klaus jazzia ja Hassi-
nen progea.

4. Olkoot A: "Amadeus kuuntelee klassista.”, B: ”Klaus kuuntelee jazzia.”
ja C: "Hassinen kuuntelee progea.”

a) AVB
b) "AAB
c) (AA-B)VC
d) “(AABACQC)

a) Laadi totuustaulu lauseille A A ~Aja AV -A.
b) Keksi atomilause A ja ilmaise kohdan a) lauseet suomen kielella.

“A| AADA | AV-A
1

o

N
SO~ =
—_— - O O

0

0 1
0 1
0 1

b) Ulkona sataa ja ulkona ei sada.
Ulkona sataa tai ulkona ei sada.
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6. Laadi totuustaulu lauseille

a) “(AV B),
b) =A A B,
¢) (FAVB)A(AV-B).

Mill4 atomilauseiden A ja B totuusarvojen yhdistelmilld lauseet ovat

tosia?
6.
A|B|AVvB | -(AVB)
1|1 1 0
a)| 1|0 0 1
0|1 1 0
0|0 1 0
Lause on tosi, kun A on tosi ja B epitosi.
A|B|-A|AAB
1|1] 0 0
by 1 |0] O 0
0|1 1 1
0|01 1 0
Lause on tosi, kun A on epitosi ja B tosi.
©)
A|B|-A|-B|(—~AVvB) | (Av-B) | ("AVB)A(AV-B)
1|1 0 0 1 1 1
110] O 1 0 1 0
0] 1 1 0 1 0 0
00| 1 1 1 1 1

Lause on tosi, kun A ja B ovat tosia.
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7. a) Laadi totuustaulu lauseelle A vV (B A C).
b) Laadi totuustaulu lauseelle (A VvV B) A C.
c) Vertaa kohtien a) ja b) lauseiden totuusarvoja. Mitd voit padtellda?

AlB[CclBAOAVBAC
1111 1 1
1l1]0 0 1
1101 0 1

ay| 1]0]o0 0 1
o1]1 1 1
001 0 0
ol1]o0 0 0
0l0]o0 0 0
AlB[cCclAvB | (AVBAC
1[1]1 1 1
1l1]0 1 0
1101 1 1

b|1/0]0 1 0
ol1]1 1 1
001 0 0
ol1]0 1 0
0/0]o0 0 0

¢) Sulkujen paikalla on merkitysta.

8. Olkoot lauseet A: ”x € [-3,1]" ja B: "x € [—1,5]”. Formalisoi
lause.

a) x € [-3,5],

b) x e [-1,1],

c) x €[-3,-1]

d) x €] — o0, —3[ tai x €]1, o0 ja
e) x €] — o0, —3[ tai x €]5, ool.

a) AV B
b) AAB
¢) AA-B
d) -A

e) “(AAB

24 Luku 2. Luku 2



9. Kolme koiranpentua, Alli, Buh ja Caesar ovat epdiltyind isdnnén tohve-
lin repimisestd. Luotettava henkild, joka puhuu aina totta, antaa seuraavan
todistuksen: ”Ei ole totta, ettd Alli on syyllinen tai Buh ei ole syyllinen. Mut-
ta kuitenkin Alli on syyllinen tai Caesar on syyllinen.” Kidytd atomilauseita
A: ”Alli on syyllinen”, B: ”Buh on syyllinen” ja C: ”Caesar on syyllinen”
ja formalisoi luotettavan henkilon lausunto. Muodosta sille totuustaulu ja
paattele, mika tai mitkd koiranpennuista ovat syyllisia.

9,
A[B[C[-B][~(Av-B) | AVC | =(AV-B)A(AVC)
1110 0 1 0
1100 0 1 0
1lo|1] 1 0 1 0
1lo|o] 1 0 1 0
ol1]1] 0 1 1 1
0lo|1] 1 0 1 0
ol1]/0] 0 1 0 0
0lo|0] 1 0 0 0

Buh ja Caesar ovat syyllisii.

10. Tutkitaan lausetta ”Suomen kuningas ei ole viiksekés”. Lause voidaan
tulkita ainakin kahdella eri tavalla:

a) Suomella on kuningas, joka ei ole viiksekas.
b) Ei ole niin, ettd olisi olemassa Suomen viiksekistd kuningasta.

Oletetaan, ettd Suomessa ei ole kuningasta. Onko lause tosi vai epétosi?
10.

a) Epitosi.

b) Tosi.
11. Kissoilla lyhyen karvan aiheuttaa dominoiva geeni ja pitkin karvan re-
sessiivinen geeni. Merkitdédn lyhyen karvan geenid S ja pitkén karvan gee-
nid s. Kaikilla nisdkkailla tiettyyn ominaisuuteen vaikuttaa geenipari, joista
toinen geeni on saatu isdltd ja toinen emolta. Jos kissan geeneistd ainakin
toinen on S, niin se on lyhytkarvainen. Kissa on pitkédkarvainen vain siini
tapauksessa, ettd se on saanut geenin s molemmilta vanhemmiltaan. Pentu-
jen emokissa on pitkdkarvainen (ss) ja isdkissa lyhytkarvainen (SS tai Ss).
Millaisia pentuja kissat voivat saada, kun isdkissan geenipari on

a) SS
b) Ss?

11.

a) Lyhytkarvaisia. (eli Ss)
b) Lyhyt- tai pitkdkarvaisia. (Ss tai ss)

Luku 2. Luku 2
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2.2 Tehtavdasarja 2
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Tehtdvid

1. Olkoot A: ”Matti on insinoori” ja B: "Matilla on hyvi tyopaikka”. Suo-
menna lause.

a) AAB,

b) =AV B,

¢c) A— B,

d) =B - A,

e) (B— A)ja
f) B« A.

a) Matti on insindori, jolla on hyvi tyopaikka.

b) Matti ei ole insinddri tai hdnelld on hyva tyopaikka.

¢) Jos Matti on insindori, hinelld on hyva tyopaikka.

d) Jos Matilla ei ole hyvéa tyopaikkaa, hin on insindori.

e) Ei ole totta, ettd jos Matilla on hyvéi tyopaikka, hin olisi insindori.
f) Matilla on hyvi tyopaikka, jos ja vain jos hdn on insin6ori.

2. Olkoot A: Liisa on lomalla” ja B: “Liisa on iloinen”. Formalisoi
lauseet:

a) Jos Liisa on lomalla, hin on iloinen.

b) Liisa on lomalla, mutta hén ei ole iloinen.

c¢) Liisa on iloinen silloin ja vain silloin, kun hin on lomalla.
d) Jos Liisa ei ole iloinen, hin ei ole lomalla.

a) A—> B
b) AAB
c) Bo A
d) -B—> -A
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3. Onko lause tosi?

a) Jos Tallinna on Norjan pidkaupunki, niin Tukholma on Ruotsin péi-
kaupunki.

b) Jos Tallinna on Norjan pidkaupunki, niin Budapest on Ruotsin pda-
kaupunki.

¢) Jos Leonardo da Vinci on kuollut, niin Aleksis Kivi on saksalainen
ralliautoilija.

d) Jos Leonardo da Vinci on kuollut, niin Leo Tolstoi on venildinen
kirjailija.

a) Epitosi
b) Tosi
c) Epitosi
d) Tosi

4. Laadi lauseen totuustaulu.

a) "A—-> B
b) A< —B
c) (AAB)— A
4.
A|B|-~A| A->B
1|1 0 1
a1 |10 0 1
0|1 1 1
0]0 1 0
A|B|-B| A< -B
1|1 0 0
b)| 1|0 1 1
011 0 1
010 1 0
A|B| AAB | “(AAB) | "(AAB)—> A
1|1 1 0 1
c)|1]0 0 1 1
0|1 0 1 0
00 0 1 0
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5. Laadi lauseen totuustaulu.

a) "AVB—>CAA

b) (A - B) & (C - B)

“AVB—->CAA

(A= B) < (C—> B

“"AVB | CAA

-A

A|B|C

A|B|C|A->B|C—->B

a)

b)

Luku 2. Luku2 29



6. Formalisoi lause. Missé tilanteissa lause on tosi?

a) Jos mustikat polun varrella eivit ole kypsid, niin polulla vaeltaminen
on turvallista.

b) Jos mustikat polun varrella ovat kypsid, niin silloin polulla vaeltami-
nen on turvallista, jos ja vain jos karhuja ei ole nihty alueella.

c) Polulla vaeltaminen on turvallista silloin ja vain silloin, kun mustikat
eivit ole kypsii tai alueella ei ole ndhty karhuja.

6. Olkoot A: "Mustikat polun varrella ovat kypsid.”, B: “Polulla vaeltami-
nen on turvallista.” ja C: ”Karhuja on néhty alueella.”

a) 7A — B. Lause on tosi, kun mustikat ovat kypsia tai polulla vaelta-
minen on turvallista.
b) A — (B < —C). Lause on tosi, kun joko
. mustikat ovat kypsid, polulla vaeltaminen ei ole turvallista ja
karhuja on nihty alueella,

. mustikat ovat kypsiid, polulla vaeltaminen on turvallista ja kar-
huja ei ole néhty alueella tai
. mustikat eivit ole kypsii.
¢) B < (mA v ~C). Lause on tosi, kun joko
. polulla vaeltaminen ei ole turvallista, mustikat ovat kypsia ja

karhuja on nihty alueella,

. polulla vaeltaminen on turvallista ja mustikat eivit ole kypsid
tai

. polulla vaeltaminen on turvallista ja karhuja ei ole nihty alu-
eella.
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7. Formalisoi lause ja laadi lauseen totuustaulu. Mitd huomaat? Kertooko
lause mitéén siitd, onko logiikan opiskelu oikeasti hauskaa juuri tdlld het-
kelld?

a) Jos sataa ja ei sada, niin logiikan opiskelu on hauskaa.
b) Jos sataa ja ei sada, niin logiikan opiskelu ei ole hauskaa.

7. Olkoot A: ”Sataa.” ja B: ”Logiikan opiskelu on hauskaa.”

A|B|"A| AAN-A | (ANDA) > B
1|1 0 0 1
a)|1]0 0 0 1
011 1 0 1
01]0 1 0 1
Ei kerro.
A|B|"A| AAN-A | (AAN-A) > -B
1|1 0 0 1
b)| 1|0 0 0 1
011 1 0 1
010 1 0 1
Ei kerro.

8. Perheen lapsia Annaa ja Markusta epiilldaéan kaappiin piilotetun suklaale-
vyn katoamisesta. Luotettava todistaja kertoo tiedot: Anna on syyllinen tai
Markus on syyllinen. Anna on syyton tai Markus on syyton. Jos Anna on
syyllinen, niin Markus on syyllinen.

Kumpi lapsista on kdynyt suklaavarkaissa?

8.
Olkoot A: "Anna on syyllinen.” ja B: "Markus on syyllinen.

A|B|-A|-B|AVB|-Av-B| A— B | (AVB)A(=AV-B)A(A — B)
11 o] o 1 0 1 0
1o} o1 1 1 0 0
o1 1|0 1 1 1 1
olo| 1 |1 0 1 1 0

Markus on syyllinen.
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9. Edwards, Petterson ja Smith ovat syytettyind omenavarkaudesta. Neiti
Marble kuulustelee heitd. Edwards sanoo: ”Jos Petterson on syyton, niin
mind olen syyllinen.” Petterson toteaa: ”Mind olen syyllinen, jos ja vain
jos Edwards on syyllinen.” Smith viittdad: ”Olemme kaikki syyttomii.” Nei-
ti Marble tietdi, ettd syylliset valehtelevat aina ja syyttomét puhuvat aina
totta. Ratkaise totuustaulun avulla, kuka tai ketkd syytetyistd ovat kdyneet
omenavarkaissa.

9. Olkoot E: "Edwards on syyllinen.”, P: ”Petterson on syyllinen.” ja .S:
”Smith on syyllinen.”

E|P|S|—-E|-P|-S|-P>E| PoFE|-EA-PA-S
1|11 0 0 0 1 1 0
1{1]0| O 0 1 1 1 0
1{0]1| O 1 0 1 0 0
1100 O 1 1 1 0 0
0|11 1 0 0 1 0 0
0]0]|1 1 1 0 0 1 0
Oj110| 1 0 1 1 0 0
0j]0|0| 1 1 1 0 1 1

Petterson ja Smith ovat syyllisia.

10. Erdissd maassa kaikki kuuluvat joko hattujen tai myssyjen puolueeseen.
Hatut valehtelevat aina ja myssyt puhuvat aina totta. Kolme kansalaista kes-
kusteli keskeniiin. Heidédn joukossaan saattoi olla vieraan puolueen vakoili-
ja. Arthur sanoi, ettd Claus on myssy. Berit totesi, ettd Arthur on myssy ja
my0s hin itse on myssy. Claus viitti, ettd jos Arthur on hattu, niin my6s hin
itse on hattu. Tutki totuustaulun avulla, kuka oli mahdollinen vakoilija.

10.
Olkoot A: “Arthur on myssy.”, B: “Berit on myssy.”, C: "Claus on myssy.”
ja niiden negaatiot tarkoittavat heiddn kuuluvan hattuihin.

A|B|C|-A|-C|AAB| "A—>-C
1|11 0 0 1 1
1{110] O 1 1 1
1{0|1] 0 0 0 1
1{010] O 1 0 1
011 1 0 0 0
01071 1 0 0 0
0101 1 0 1
0700 1 1 0 1

Berit on mahdollinen vakoilija.
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11. Olkoot lauseet A: "herddn ajoissa”, B: “menen kouluun” ja C: “opis-
kelen logiikkaa”. Esitd sanoin lause A — B V C. Onko lauseen tulkinta
A — (BVv C)vai (A — B)V C? Miten tulkinnat eroavat toisistaan?

11.

Jos herdin ajoissa, menen kouluun tai opiskelen logiikkaa. Lause tulkitaan

A — (B V C), koska konnektiivien suoritusjirjestyksessi disjunktio on en-
nen implikaatiota. (A — B) Vv C tarkottaa: ”Jos herédén ajoissa, menen kou-
luun, tai opiskelen logiikkaa.” Tdmaén voi tulkita: ”Jos herédén ajoissa, menen
kouluun ja opiskelen logiikkaa.” tai "En heria ajoissa ja opiskelen logiikkaa
joko koulussa tai muualla.”

12. Vertaa lauseiden totuusarvoja atomilauseiden A, B ja C eri totuusarvoil-
la. Onko sulkeiden muuttamisella vaikutusta lauseen totuusarvoon?
a) (A-> B)—»CjaA—- (B—- 0.
b) (AAB)ACjaAA(BAQ).

12.

a)
A|lB|C|A-B|B->C|(A->B—->C|A->(B-0
11111 1 1 1 1
11110 1 0 0 0
101 0 1 1 1
110]0 0 1 1 1
01]1 1 1 1 1
0]0]1 1 1 1 1
0O|1]0 1 0 0 1
01010 1 1 0 1

Sulkeiden muuttamisella on vaikutusta.
A| B|C| AAB | BAC | (AANB)AC | AAN(BAO)
1|11 1 1 1 1
1711]0 1 0 0 0
1101 0 0 0 0

b)| 1|00 0 0 0 0
0|1 |1 0 1 0 0
010 |1 0 0 0 0
0]1]0 0 0 0 0
0]0]0 0 0 0 0

Sulkeiden muuttamisella ei ole vaikutusta.
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13. * Tietokoneet késittelevit tietoa kdyttden bittejd. Bitilld on kaksi mah-
dollista arvoa, 0 ja 1. Bittijono on jono, jossa on yksi tai useampia bitteja.
Esimerkiksi 1001 0010 on bittijono, jonka pituus on 8 bittid. Samanpituisil-
le bittijonoille méadritelldén bittikohtaiset tai (or), ja (and) seké poissulkeva
tai (xor). Esimerkiksi bittijonojen 1100 ja 1010 bittikohtainen tai on jono
1110, bittikohtainen ja on jono 1000 seki bittikohtainen poissulkeva tai on
jono 0110. Muodosta a) bittikohtainen tai b) bittikohtainen ja c) bittikohtai-
nen poissulkeva tai jonoille 1111 0000 ja 1010 1010.

a) bittikohtainen tai

b) bittikohtainen ja

c¢) bittikohtainen poissulkeva tai jonoille 11110000 ja 1010 1010.
13.

a) 11111010
b) 10100000
c) 01011010

14. * Muodosta bittijono

a) (01111 A 10101) v 01000
b) (01010xor11011)xor01001.

14.

a) 01101
b) 11000
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Kofitehtavia

1. Olkoot A: ”Timo opiskelee matematiikkaa”, B: ”Timo osallistuu logii-
kan kurssille” ja C: ”Timo opiskelee filosofiaa”. Suomenna lause.

a) "A — -B.

b) A< B.

c) AvC - B.

d) C o (B - —A).

a) Jos Timo ei opiskele matematiikkaa, Timo ei osallistu logiikan kurs-
sille.

b) Timo opiskelee matematiikkaa, jos ja vain jos Timo osallistuu logii-
kan kurssille.

¢) Jos Timo opiskelee matematiikkaa tai filosofiaa, Timo osallistuu lo-
giikan kurssille.

d) Jos Timo opiskelee matematiikkaa ja osallistuu logiikan kurssille,
hin ei opiskele filosofiaa. Muussa tapauksessa hidn opiskelee filoso-
fiaa.

2. Onko lause tosi?
a) Jos (=2)* = —8, niin (-2)* = -8.
b) Jos (—2)° = =8, niin (-2)* = 8.
¢) Jos luku 8 on pariton, niin luku 8 on pariton.
d) Jos luku 8 on pariton, niin luku 8 on parillinen.

a) On.
b) Ei.
¢) On.
d) On. (Luku 8 ei ole pariton.)
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3. Formalisoi lause.

36

a) Jos opettaja on pirted, niin televisiosta ei ole tullut illalla jalkapalloa.

b) Suomi voittaa jalkapallon maailmanmestaruuden silloin ja vain sil-
loin, kun lehmait lentévit ja vaaleanpunaiset norsut kévelevit kadul-
la.

c) En seuraa jalkapalloa eikd Suomen maajoukkue menesty.

d) Jos ottelu ei péity tasapeliin, niin joko kotijoukkue tai vierasjoukkue
voittaa pelin.

a) Olkoot A: ”Opettaja on pirted.” ja B: Televisiosta on tullut illalla
jalkapalloa.”
A — B

b) Olkoot A: ”Suomi voittaa jalkapallon maailmanmestaruuden.”, B:
“Lehmiit lentdvit.” ja C: ”Vaaleanpunaiset norsut kévelevit kadulla.”
A< (BAO)

c¢) Olkoot A: ”Seuraan jalkapalloa.” ja B: ”Suomen maajoukkue menes-
tyy.”
—“AA-B

d) Olkoot A: ”Ottelu paittyy tasapeliin.”’, B: “Kotijoukkue voittaa pe-
lin.” ja C: ”Vierasjoukkue voittaa pelin.”
-A—-> (BvO
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4. Laadi lauseen totuustaulu.

a) AAB— -B

b) (A< B)AB—>CVA

¢) (FA— B) < (C— BAA)

-B| ANB| AANB— B

A| B

a)

b)
(Ao B)AB| CvA

(Ao B AB—->CVA

¢)

“A->B | C—->BAA

(mA - B) < (C— BAA)

—A

A|B|C| A< B

A|B|C
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5. Olkoot A: ”Timo opiskelee matematiikkaa”, B: "Timo osallistuu logii-
kan kurssille” ja C: ”Timo opiskelee filosofiaa”. Formalisoi lause. Missa
tilanteissa lause on tosi?

a) Timo opiskelee matematiikkaa ja filosofiaa.

b) Jos Timo opiskelee matematiikkaa, hidn osallistuu logiikan kurssille.

¢) Timo osallistuu logiikan kurssille silloin ja vain silloin, kun hén opis-
kelee filosofiaa tai matematiikkaa.

d) Jos Timo osallistuu logiikan kurssille, opiskelee hin joko matema-
tiikka tai filosofiaa, muttei molempia.

a) ANC

b) A—- B

¢) Bo(AVO

d) B— AxorCtai B— (AVC)A—(AACQC)

6. Poliisit Mauno ja Martti saavat kiinni rikoksesta epdileménsa Jaskan. Tie-
detddn, ettd Jaska ei koskaan valehtele. Mauno toteaa Martille: ”Jos Jaska
on syyllinen, on hénelld ollut rikostoveri.” Jaska vastaa: Tuo ei ole totta!”
Tahéan Martti tokaisee: ”Sehén tunnusti helpolla!” Tutki Maunon lausetta ja
osoita Martin johtopaatos oikeaksi.

6.

Olkoot A: ”Jaska on syyllinen.” ja B: “Hinelld on ollut rikostoveri.”

A|B| A—- B | ~(A—- B)
1|1 1 0
10 0 1
01 1 0
0]0 1 0

Koska Jaska puhuu aina totta ja hiin viittéd, etti ei ole totta, ettd jos hén olisi
syyllinen, olisi hdnelld ollut rikostoveri.”, on hin syyllinen eikd hinelld ole
rikostoveria.
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7. Mattia, Seppoa ja Teppoa epdilldidn polkupyordvarkaudesta. Konstaapeli
Reinikainen tietdd, ettd syyton puhuu aina totta ja syyllinen valehtelee ai-
na. Reinikainen kuulustelee kolmea epdiltyd. Matti sanoo: " Teppo on syylli-
nen.” Seppo viittdad: "Matti on syyllinen tai Teppo valehtelee.” Teppo toteaa:
”Seppo on syyllinen.” Ratkaise totuustaulun avulla, kuka on syyllinen.

7. Olkoot M:’Matti on syyllinen.”, .S: ”Seppo on syyllinen.”, T: ”Teppo on
syyllinen.” ja V: ”Teppo valehtelee.”

M|S|T|\V|MVV
1 |1]1|1 1
1 1701 1
11710 1
111700 1
1 1011 1
1 1001 1
1 1010 1
1 10100 1
O |1 |1|1 1
O 1|01 1
Oj1|1/60 0
011]0|0 0
01011 1
01001 1
01010 0
010]0|O0 0

Teppo on syyllinen.
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8. Heling, Helja ja Helena asuvat samassa talossa. Epdilldin, ettd loton pai-
voitto on osunut taloon. Luotettavalta taholta on tullut tietoja:

Jos Helji on voittaja, niin Helindkin on. Heljd on voittaja, jos ja vain jos
Helena on voittaja. Ainakin yksi naisista on voittaja, mutta kaikki eivit ole.

Kuka tai ketkd ovat voittaneet lotossa?

8.

Olkoot A: ”Helini on voittaja.”, B: ”Heljd on voittaja.” ja C: ”Helena on
voittaja.”

A|B|C|B->A|BsC|AVBVOA-(AABAC)
1111 1 1 0
11110 1 0 1
101 1 0 1
100 1 1 1
0111 0 1 1
0]0]1 1 0 1
0110 0 0 1
0j0]O0 1 1 0

Helini on voittaja.

9. Miti eroa on seuraavissa ehdoissa?

a) Henkild saa tyopaikan matkamuistomyymaldssd, jos hidnelld on ko-
kemusta kassakoneen kaytosta.

b) Matkamuistomyymaldssd tyoskenteleviltd edellytetdéin kokemusta
kassakoneen kaytosti.

¢) Henkild saa tyopaikan matkamuistomyymaéléssi silloin ja vain sil-
loin, kun hénelld on kokemusta kassakoneen kaytosta.

9. a) on riittdva on ehto, b) on vilttimiton ehto ja c¢) riittdva sekd valttima-
ton ehto.
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10. Vertaa lauseiden totuusarvoja atomilauseiden A, B ja C eri totuusarvoil-

la. Onko sulkeiden muuttamisella vaikutusta lauseen totuusarvoon?
a) (AvVB)vCjaAv (BVvO).
b) (Ao By« CjaAd o (B« Q).
c) " Ao (BACO)ja-(A < B)AC.

10.
Ei vaikutusta.  Vaikuttaa.

A|B|C|AVB | BvC | (AvB)VvC | AVv(BVO

1111 1 1 1 1

1(11]0 1 1 1 1

1101 1 1 1 1

ay| 1100 1 0 1 1

0|11 1 1 1 1

010 |1 0 1 1 1

0110 1 1 1 1

01010 0 0 0 0

b)
A|B|C|AoB|BeoC|(AoB)«oC| A B0
1|11 1 1 1 1
11110 1 0 0 0
1101 0 0 0 0
110]0 0 1 1 1
0] 1]1 0 1 0 1
01011 1 0 1 0
0|1]0 0 0 1 0
0010 1 1 0 1
©)
A|B|C|-A AC| Ao (BANC) | AoB| (A< B) | (Ao BAC
1|11 0 1 0 1 0 0
1|11]0] 0 0 1 1 0 0
101 0 0 1 0 1 1
110]0] O 0 1 0 1 0
0111 1 1 1 0 1 1
0|01 1 0 0 1 0 0
0|1]0 1 0 0 0 1 0
01010 1 0 0 1 0 0
Vaikuttaa.
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a) v(A A B) = v(A)v(B),
b) v(AV B) = v(A) + v(B) — v(A)v(B),
¢) v(A—- B)=1-uv(A)(1 — v(B)).

11.

11. Olkoon v sellainen funktio, ettd v(A) = 1, jos lause A on tosi, ja v(A) =
0, jos lause A on epitosi. Osoita, ettd yhtalo pitee kaikilla lauseiden A ja B
totuusarvojen yhdistelmilla.

A| B| AAB | v(AAB) | v(A) | v(B) | v(A)v(B)
1|1 1 1 1 1 1
a)| 1|0 0 0 1 0 0
0|1 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 0
b)
A| B| AVB | v(AVB) | v(A) | v(B) | v(A)v(B) | v(A)+ v(B) — v(A)v(B)
1|1 1 1 1 1 1 1
110 1 1 1 0 0 1
0|1 1 1 0 1 0 1
0]0 0 0 0 0 0 0
9)
A|B|A->B|v(A—-B) | v(Ad) | v(B) | 1 —v(B) | 1 —v(A)1 —v(B))
1|1 1 1 1 1 0 1
10 0 0 1 0 1 0
01 1 1 0 1 0 1
0]0 1 1 0 0 1 1

A B|-A[-B[-AA-B| AAB]| ~(AAB)
11 oo 0 1 0
1o} o1 0 0 1
o1 1] o0 0 0 1
ojlo| 1 |1 1 0 1

Luku 2. Luku 2

12. Peircen nuoli on konnektiivi, joka luonnollisessa kielessi tarkoittaa sa-
maa kuin “ei A eikd B”. Shefferin viiva on konnektiivi, joka luonnollisessa
kielessi tarkoittaa samaa kuin ”ei molemmat A ja B”. Laadi ndiden konnek-
tiivien totuustaulut.

12.




2.3 Tenhtdvasarja 3
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Tehtdvid

1. Tutki, onko lause tautologia.

a) AV A,
b) A A A,
c) A—> BV A,
d) A—> BAA,
1.
A| A | Av-A
ay( 1] 0 1
0 1 1
Lause on tautologia.
A| A | AA-A
by 1] 0 0
0] 1 0
Lause ei ole tautologia.
A|B|BVA|A—>BVA
1|1 1 1
| 1]0 1 1
011 1 1
010 0 1
Lause on tautologia.
A| B| BANA | A-> BAA
1|1 1 1
d|1]0 0 0
011 0 1
010 0 1
Lause ei ole tautologia.
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2. Osoita lause tautologiaksi.

a) A—> BA-B o -A.
b) (A= B)A(B— C) - (A — ().

2.

a)
A|B|-A|-B|BAB|A—->BA-B| A—- BA-Bo A
1|1 0 0 0 0 1
10| 0 1 0 0 1
0|1 1 0 0 1 1
0]0 1 1 0 1 1

Koska viimeisen sarakkeen kaikki totuusarvot ovat 1, lause on tauto-
logia.

b)
A|B|C|A->B|B->C|A->C|A->BAB—->C) | (A->BAB->0C -
1111 1 1 1 1 1
1]1]0 1 0 0 0 1
1101 0 1 1 0 1
1]10]0 0 1 0 0 1
01111 1 1 1 1 1
01011 1 1 1 1 1
0| 1]0 1 0 1 0 1
0]0]0 1 1 1 1 1

Koska viimeisen sarakkeen kaikki totuusarvot ovat 1, lause on tauto-
logia.

3. Olkoot A: ”kello soi” ja B: "tunti loppuu”. Kirjoita luonnollisella kielelld
lauseet A — B ja =(A A —B). Tarkoittavatko ne samaa?

3.

Jos kello soi, tunti loppuu.
Ei ole totta, ettd kello soi ja tunti ei lopu.
Totuusarvoiltaan lauseet tarkoittavat samaa.
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4. Osoita lauseet loogisesti ekvivalenteiksi totuustaulujen avulla.
a) AA Bja—-(=AV -B).
b) A< Bja(A - B)A(B— A).
c) A< Bja(AAB)V(nAA-B).

4.
a)
A|B|-A|-B| AAB| “AVv-B | 7(nAV-B) | AAB & =(mAV-B)
1|1 0 0 1 0 1 1
10| 0 1 0 1 0 1
0] 1 1 0 0 1 0 1
0]0 1 1 0 1 0 1
b)
A|B|AoB|A->B|B->A|(A->BAB—-A) | (AeoB < (A-> BAB- A)
1|1 1 1 1 1 1
1|0 0 0 1 0 1
011 0 1 0 0 1
0]0 1 1 1 1 1
9)
A|B|-“A| - B|A~oB | AAB| “AA-B | (AAB)V(mAA-B) | (A< B) < (AAB)
1|1 0 0 1 1 0 1 1
10| O 1 0 0 0 0 1
0|1 1 0 0 0 0 0 1
0]0 1 1 1 0 1 1 1
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5. Osoita vaihdantalait

a)
AABo BAA,

b)
AVB< BV A

oikeaksi totuustaulujen avulla.

5.

A|B| AAB | BANA | (AANB) < (BAA)
1|1 1 1 1

a)| 110 0 0 1
011 0 0 1
0]0 0 0 1
A| B| AVB | BVA | (AAB)«< (BAA)
1|1 1 1 1

by| 1|0 1 1 1
0] 1 1 1 1
0]0 0 0 1

6. Muodosta atomilauseista A ja B lause, joka on loogisesti ekvivalentti

lauseen X kanssa.

Al B[ x
1110
1lo]1
0ol1]1
010/ 1
6.
Al B[ X[ -=(AnB)
1l1]o0 0
1101 1
0l1]1 1
0|01 1
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7. Tutki, onko lause loogisesti ristiriitainen.
a) 7(AV B) A (A A B),
b) (FAAB)A(A < B),
c) ((A—-> B)AC)AB.

7.
a)
A| B|AVB | AAB | (AVvB) | "(AAB) | 7(AV B)A—=(A A B)
1|1 1 1 0 0 0
110 1 0 0 1 0
011 1 0 0 1 0
010 0 0 1 1 1
Lause ei ole loogisesti ristiriitainen.
A|B|-A|-AAB| A< B | (mAAB)A(A < B)
1{1] 0 0 1 0
by 1 |0] O 0 0 0
01 1 1 0 0
0|01 1 0 1 0
Lause on loogisesti ristiriitainen.
©)
A|B|C|A->B|(A->B)| (A-BAC| (n(A—-> B ACAB
11711 1 0 0 0
11110 1 0 0 0
11011 0 1 1 0
11010 0 1 0 0
0111 1 0 0 0
01011 1 0 0 0
0(11]0 1 0 0 0
0(01]0 1 0 0 0

Lause on loogisesti ristiriitainen.
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8.

9.

Tulkitse sanallisesti

a) De Morganin 2. laki
-(AV B) & "AA-B
b) modus ponens -péittelysdinto
(AAN(A—-> B)—> B
¢) reductio ad absurdum -péittelysdinto

(mA—> (BA-B) > A

a) Lauseet “Ei ole totta, ettd A tai B” ja "Ei A eikd B” ovat loogisesti
ekvivalentit.

b) Jos A tapahtuu ja A:sta seuraa B, B tapahtuu

¢) Ristiriidasta seuraa mité vain.

Osoita

a) kaksoisnegaation laki,
b) De Morganin 1. laki,
¢) modus ponens -péittelysdinto

oikeaksi totuustaulujen avulla.

9.

10

Al -A]—A] Ao A
ay| 1] 0 1 1
0/ 1 0 1
b)
Al B[ -A[-B][AAB|~(AAB) [ -AV-B| ~(AAB) < -AV-B
11 oo 1 0 0 1
11o] 0| 1 0 1 1 1
o1 1|0 0 1 1 1
ojlo| 1 |1 0 1 1 1
A|B|A=>B|[AANMA—=B) | AN(A—> B —> B
11 1 1 1
ol1]o0 0 0 1
01 1 0 1
0|0 1 0 1

. Osoita kontraposition laki oikeaksi ilman totuustauluja. Vihje: Voit kor-

vata implikaation A — B loogisesti ekvivalentilla lauseella A v B.
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11. Esiti lauseelle “’jos Jaakko saa logiikan kurssista arvosanan 10, hén tar-
joaa ystavilleen kahvit” kolme loogisesti ekvivalenttia lausetta.

12. Osoita lauseet loogisesti ekvivalenteiksi pééttelysadntdjen avulla ilman
totuustauluja.

a) AA Bja—-(=AV -B),
b) C—-> (mAAB)ja(AvV-B) - -C.
¢) AN(A— —B)—> -BjaB— "AV-(B—- -A).

13. * Kolmiarvologiikassa on kolme totuusarvoa: 1 tosi, O epitosi ja u epi-
varma. Kleenen totuustaulut perustuvat ajatukseen, ettd epdvarma voi myo-
hemmin osoittautua todeksi tai epitodeksi. Alla on esitetty negaation ja
konjunktion totuustaulut. Taydenni oheinen disjunktion totuustaulu. Laadi
implikaation ja ekvivalenssin totuustaulut.

A|B| AAB A|B| AVB
1|1 1 1|1
110 0 10
A|-A 011 0 0|1
1 0 0|0 0 0]0
0 1 1 | u u 1 |u
u u u |1 u u |1
0| u 0 O | u
u |0 0 u| o0
u | u u u | u
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Kotitehtdvid

1. Osoita lause tautologiaksi.

a) A— A
b) AAB - A.
¢) (A B) > (B— A).
2. Tutki, onko lause tautologia.
a) (AANB— ~C) < (A—- (B- ().
b) (A < (BAC)) < ~(A< BAO).
3. Olkoot A: tunti jatkuu” ja B: "’kello soi”. Kirjoita luonnollisella kielelld

lauseet A — =B ja B — —A. Osoita totuustaulujen avulla, ettd lauseet ovat
loogisesti ekvivalentit.

4. Osoita, ettéd lauseet ovat loogisesti ekvivalentit.

a) “Tero soittaa kitaraa, mutta Suvi ei laskettele” ja “’ei ole niin, ettd jos
Tero soittaa kitaraa, niin Suvi laskettelee”.

b) “Jos Tero soittaa kitaraa tai Suvi laskettelee, niin Anni kirjoittaa ru-
noja” ja ’jos Tero soittaa kitaraa, niin Anni kirjoittaa runoja, ja jos
Suvi laskettelee, niin Anni kirjoittaa runoja”.

5. Sievenni lause eli muodosta mahdollisimman yksinkertainen lause, joka
on loogisesti ekvivalentti alkuperdisen lauseen kanssa.

a) (AAB)V A.
b) (AV B) A A.
¢) (AVB)A(AV -B)

6. Osoita osittelulait

a)
ANBVC)o(AANB)V(AAQO),

b)
AV(BAC)« (AVB)A(AVO)
oikeaksi totuustaulujen avulla.

7. Muodosta atomilauseista A ja B lause, joka on loogisesti ekvivalentti
lauseen Y kanssa.

A
1
1
0
0

S = O =

Y
1
1
1
1
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8. Tarkastele seuraavaa ennustetta: maapallon 6ljyvarat ehtyvit, jos ja vain
jos ldnsimaiset demokratiat romahtavat, mutta ei pidd paikkaansa, etti jos
maapallon 6ljyvarat ehtyvit, niin ldnsimaiset demokratiat romahtavat. Mi-
ten ennusteeseen pitdisi suhtautua?

9. Mainitse esimerkki tilanteesta, jossa olet kdyttanyt

a) modus ponens -pdittelysddntod
b) modus tollens -piittelysdantod.

10. Osoita

a) De Morganin 2. laki,
b) modus tollens -péittelysidinto,
c¢) reductio ad absurdum -paittelysdanto

oikeaksi totuustaulujen avulla.

11. Osoita lauseet loogisesti ekvivalenteiksi paittelysidintdjen avulla ilman
totuustauluja.

a) —|—|—|—|—|Aja —|A’
b) A—)(B—)C)Ja—l(ﬁc—)—!B)—)ﬂA
¢) "(AABA-C)ja~AV-BVC.

12. Shefferin viivaan ja Peircen nuoleen on tutustuttu edellisen kappaleen
kotitehtdvéssd 12. Esitd negaatio, konjunktio ja disjunktio a) Shefferin vii-
van avulla b) Peircen nuolen avulla.

13. * Sumea logiikka on kaksiarvoisen logiikan laajennus, jossa lauseella
on diskreetin totuusarvon (tosi tai epitosi) sijasta reaalinen totuusarvo, joka
kuuluu vilille [0, 1]. Konnektiivit voidaan méairitelld esimerkiksi seuraavas-
ti:
—A = 1-A,
AAB = min(A, B),
AV B = max(A, B),
A—- B = min(l,1-A+ B),

missd min tarkoittaa luvuista pienempéa ja max suurempaa.

a) Olkoot lauseen A totuusarvo 0,3 ja lauseen B totuusarvo 0,5. Laske
lauseiden "A, AA B, AV Bja A — B totuusarvot.

b) Osoita, ettd jos lauseet A ja B saavat vain arvoja O ja 1, niin edel-
ld mainitut méaritelmét johtavat klassisen kaksiarvoisen logiikan to-
tuustauluihin.

c¢) Osoita, ettd sumeassa logiikassa 7(A A B) <> AV —B.

d) Etsi Internetistd sumean logiikan kdyttokohteita.

14. * Tutustu Wolfram Alphan logiikkatoimintoihin
%ott http://www.wolframalpha.com/examples/BooleanAlgebra.html
ja yritd laskea sen avulla joitakin kirjan tehtivia.
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LUKU 3

Luku 3

3.1 Tehtavasarja 1
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Tehtavid

1. Onko lause tosi?

a) KcA
by ACV
c)vcpP
d vcT

Merkinnét ovat samat kuin esimerkissa 3.15.
1.

a) Tosi.
b) Epitosi.
¢) Tosi.
d) Epitosi.

2. Olkoot A = {7,8,9} ja B= {5,6,7}. Midritd joukot

a) AU B,
b) AN B,
¢) A\ B,
d) B\ A.

a) {5,6,7,8,9}
b) {7}

c) {89}

d) {5.,6}

3. Olkoot perusjoukko X aakkoset, A vokaalit ja B = {x,y, z}. Mairitd
joukot

a) B\ A,

b) An B,

c) CA,

d A\ X.

a) {x,z}
b) {y}
c) CA on konsonanttien joukko, eli

{bcd, f.g.h,jklmnpaqrstowxz}
d) @
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4. Olkoot A koulussa opiskelevien tdysi-ikdisten opiskelijoiden joukko ja
B niiden opiskelijoiden joukko, jotka asuvat vanhempiensa luona. Millaiset
opiskelijat kuuluvat joukkoon

a) AN B,
b) CA,

c) AUCB,
d) A\ B,

e) B\ A,

f) C(AuU B)?

4.

Perusjoukko on koulun opiskelijat.

a) Vanhempiensa luona asuvat tiysi-ik&iset.

b) Alle taysi-ikiiset.

c) Opiskelijat, jotka ovat taysi-ikiisid tai eivit asu vanhempiensa luona.

d) Taysi-ikéiset, jotka eivit asu vanhempiensa luona.

e) Vanhempiensa luona asuvat, jotka eivit ole tdysi-ikdisii.

f) Opiskelijat, jotka eivit ole tdysi-ikdisid eivdtkd asu vanhempiensa
luona.

5. Olkoot ANB, A\ Bja B\ A epityhjia joukkoja. Esitd Venn-diagrammissa
varjostettuna alue, joka kuvaa joukkoa

a) C(A U B),

b) C(A N B),

¢) CBn A.

6. Luokalla on 30 opiskelijaa. Heistd 14 harrastaa jadkiekkoa, 12 jalkapal-
loa ja 3 molempia.

a) Kuinka moni opiskelija harrastaa pelkkii jadkiekkoa?
b) Kuinka moni opiskelija harrastaa pelkkai jalkapalloa?
¢) Kuinka moni opiskelija ei harrasta kumpaakaan?

Vihje: Tilanteesta kannattaa piirtdd Venn-diagrammi.
6.

a) 11
b) 9
c) 7
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7. Olkoot perusjoukko R seki joukot A ja B reaalilukuvilit A = [1,5] ja
B = [3, 6]. lmaise vilimerkintdi kdyttden joukot

a) AN B,
b) AU B,
c) A\ B,
d) CA.

a) [3,5]
b) [1,6]
c) [1,3]
d) 1—o0,1[ U]5,00[

8. Yhdistd samaa tarkoittavat lauseet.

A xeAAKxeB 1 xelA

B x¢gA 2 x€A\B
C xeAvxeB 3 xe(AnB)
D (xeAAN(x¢&B) 4 xe(AUB)

8. A3,B1,C4,D2

9. Osoita Venn-diagrammin avulla, ettd
a)
AUBNC)=(AUB)N(AU0),

b)
ANBUC)=(ANB)UANCQC).

10. Sievennd Venn-diagrammin avulla.

a) (BnA)u(BnC(A)
b) C(AUB)U(A\ B)U(B\ A)

10.
a) B
b) perusjoukko
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11. Olkoot perusjoukko kokonaislukujen joukko Z, W parillisten kokonais-
lukujen joukko ja Yluvulla 3 jaollisten kokonaislukujen joukko. Niitd jouk-
koja voidaan merkiti W = {2n|n € Z} jaY = {3n|n € Z}. Miiritad
joukot

a) Wny,

b) W\Y,

c) WuyY.
11.

a) Kuudella jaolliset luvut, eli {6n|n € Z}
b) Parilliset luvut, jotka eivit ole jaollisia kolmella. {2xn | n € Z, g & 7}
¢) Luvut, jotka ovat jaollisia kahdella tai kolmella. {2n,3n |n € Z}

12. Onko lause tosi?
a) V2eR
b) -3 &N
c) reR\Q
d jea\z
e) @C”Z
12.
a) Tosi.
b) Epitosi.
¢) Tosi.
d) Epitosi.
e) Tosi. Tyhji joukko on minki tahansa joukon osajoukko.

13. Madéritd joukon

a) {1,2}
b) {1,2,3}

kaikki osajoukot.
13.
a) @, {1}, {2}, {1,2}
b) @, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}
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14. * Joukon A potenssijoukoksi A A) kutsutaan kaikkien joukon A os-
ajoukkojen muodostamaa joukkoa:

RKA) = {B|BcC A).

a) Madritd joukon {1, 2, 3} potenssijoukko.

b) Miiritd tyhjin joukon @ potenssijoukko.

c) Joukko {@} on joukko, jonka ainut alkio on tyhji joukko.Maéritd
joukon {@} potenssijoukko.

14.

a) {@,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

b) {2}

o) {@.{o}}
15. * Luonnolliset luvut voidaan tulkita joukko-opillisesti kayttamalla edel-
lisessi tehtivissd esitettyd potenssijoukon késitettd. Ajatuksena on, ettd lu-
kua 0 vastaa tyhjd joukko @ ja kutakin luonnollista lukua n + 1 vastaava
joukko on luonnollista lukua » vastaavan joukon potenssijoukko. Siis esi-
merkiksi lukua 1 vastaa tyhjéin joukon @ potenssijoukko A @), lukua 2 po-
tenssijoukko A A D)) ja niin edelleen.

a) Madritd lukuja 3 ja 4 vastaavat joukot.
b) Mité luonnollista lukua vastaa joukko {@,{@}}?
c¢) Vastaako joukko {{@}} jotakin luonnollista lukua?

15.

a) Lukua yksi vastaa joukko {@}, lukua kaksi {@, {@}}, lukua kolme
{2.{0},. {{@}}.{2,{2]}} } jalukua neljd
{ @.{g}. {{o}}, {({{o}}) ({9, {o}
{@.{o}}, {2, {{o}}},{2,{2,.{T}}},
{{e}, {1} ({oh {o. (o} {(H{g)H {9, (a1},
{@. {2}, {{a}}
{o. {2}, {2, {a}}}.
{@.{{a}}).{2.{5}}},
{{e). {{a}).{2.{z}}},
{@.{2}. {{a}}).{2.{z}}} }

b) Lukua kaksi.

c) Ei vastaa.
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Kotitehtdvid

1. Olkoot A = {a,b,c,d} ja B = {a,c,e}. Médrita joukot

a) AU B,
b) AN B,
c) A\ B,
d) B\ A.

a) {a,b,c,d, e}
b) {a,c}

c) {a,b,d}

d) {e}

2. Onko lukujoukkoja koskeva lause tosi?

a) ZcCN
b) ZcQ
c) RcZ
d @cN
e) QcQ

a) Epitosi.
b) Tosi.
c) Epitosi.
d) Epitosi.
e) Tosi.

3. Olkoot perusjoukko X aakkoset, A = {j,0,k,u}, B={k,o0,j,u}jaC =
{k,a, j,o}. Médrita joukot

a) A\ B,

b) (AnB)UC,

¢c) A\C(BUO).

a) @
b) {j.0.k,u,a,o0}
c) {Jj,0,k,u}
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4. Olkoot X perusjoukko ja A jokin perusjoukon osajoukko. Sieven-

na.

60

a) AUQ
b) ANQ
) AnX
d) AUuX

a) A
b) @
c) A
d) X

5. Olkoot A C Bja B\ A epityhji. Esitd Venn-diagrammissa varjostettuna
alue, joka kuvaa joukkoa

a) B\ A,
b) CAn B,
c) AUCB.

6. Olkoon perusjoukko X kaikkien kalenterivuoden piivien joukko. Ol-
koot A arkipdivien (maanantai—perjantai) joukko, L liputuspdivien joukko
ja T toukokuulle ajoittuvien pdivien joukko. Millaiset pdivit kuuluvat jouk-
koon

a) CA

b) LNCT

c) L\A

d) T\(AUL)
e) CLAuLuT?

a) Lauantait ja sunnuntait.

b) Muut kuin toukokuun liputuspaiviit.

¢) Lauantaiden ja sunnuntaiden liputuspéivit.

d) Toukokuun lauantait ja sunnuntait, jotka eivit ole liputuspiivii.

e) Lauantait ja sunnuntait, jotka eivit ole liputuspdivid eivitki ole tou-
kokuussa.
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7. Onko lause tosi?

a) 0e{0,1,2}
b) {0} C {0,1,2}

©) @c{l,2}

d) {4,4,6) C {0,406}

a) On.
b) On.
¢) On.
d) Ei.

8. Luokan opiskelijoista kahdeksalla on lappéri, kymmenelld poytikone ja
viidella tabletti. Kahdella opiskelijalla on seké ldppari ettd pdytidkone, kol-
mella sekd tabletti ettd pOoytikone, mutta kelldédn ei ole sekd lappérid ettd
tablettia. Kahdella opiskelijalla ei ole mitiin tietokonetta.

a) Piirré tilannetta kuvaava Venn-diagrammi.

b) Kuinka monella opiskelijalla on ldappéari mutta ei poytdkonetta?
¢) Kuinka monella opiskelijalla on vain pdytidkone?

d) Kuinka monta opiskelijaa luokalla on?

a) -
b) 6
c) 5
d) 20

9. Olkoot perusjoukko R seki joukot A ja B reaalilukuvilit A = ]—1,2[ ja
B = [0,4]. Ilmaise vélimerkintda kéyttden joukot

a) AU B,

b) AN B,

¢) C(An B),
d) B\ 4,

e) B\ (AN B),
f) AnCB.

a) 1-14[

b) [0,2[

¢) ]—00,0[ U [2,00[
d) [2,4]

e) [2,4]

f) 1-1,0
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10. Osoita Venn-diagrammin avulla, etti

)
X\ (AUB) = (X\ A)n(X\B),

b)
X\(ANnB)=X\AUX\ B).

11. Jos A C Bja B C C, niin mitd voidaan piitelld joukoista A ja C?
Perustele

a) Venn-diagrammin avulla,

b) osajoukon miiritelmén avulla.
11.

a) (kuva jétetty pois)
by AcC

12. Onko lause tosi?

a) ANBC A
b) C(CA) = A

©) (AUB)\B= 4
d) AnNCB=A\B

e) BnCB=B8B
12.
a) On.
b) On.
¢) Josjavainjos AN B=@.
d) On.

e) Jos ja vain jos B = @.
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13. Tarkastellaan kaksinumeroisia luonnollisia lukuja
10,11, ...,98,99.

a) Kuinka monta kaksinumeroista luonnollista lukua on olemassa?

b) Kuinka moni niistéd on jaollinen luvulla 4? Kuinka moni ei ole jaolli-
nen luvulla 4?

¢) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista on jaollinen
luvulla 6?

d) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista on jaollinen
luvuilla 4 ja 67

e) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista on jaollinen
luvulla 4 tai luvulla 6?

f) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista ei ole jaolli-
nen luvulla 4 eiké luvulla 67

g) Piirrd tilanteesta Venn-diagrammi.

13.

a) 90

b) 22 jaollista, 68 epdjaollista

c) 15

d) 8

e) 29

f) 90 — 29 =61

g) (kuva jatetty pois)
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14. Merkitddn kuvan ympyréiden sisddn jadvid joukkoja kirjaimilla A, B
ja C. Ilmaise joukkomerkintojd kéyttden joukkojen A, B ja C avulla ku-

van

a) alue D,
b) alue E,
c) alue F,
d) alue G.

o

14.
a) D=(ANB)\C
b) E=(ANB)NC
¢) F=C\(AUB)
d G=(AUBNO\(ANB)NCO)
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3.2 Tehtavasarja 2
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Tehtavia

1. Olkoot A(x) avoin lause “paikkakunnalla x paistaa aurinko” ja 7(x) avoin
lause paikkakunnalla x tuulee”. Suomenna lause.

a) ~T(x),

b) A(x) AT(y),

c) " A(Lempaiild),

d) —(A(Turku) —» T(Kuopio)).

2. Olkoot S(x) avoin lause ”x on suomalainen formulakuljettaja” ja E(x)
avoin lause ”x on eurooppalainen formulakuljettaja, joka ei ole suomalai-
nen”. Kuljettaja voi olla joko nykyinen tai entinen. Ratkaise avoin lause,
kun perusjoukko on {Réikkonen, Vettel, Senna}.

a) S(x),
b) =S8(x),
¢) E(x),
d) ~(S(x) vV E(x)).

3. Olkoon Q(x) avoin lause ”x* = 64”. Onko lause a) Q(—8) b) Q(6) tosi?

4. Olkoon P(x, y) avoin lause "x%>+y < 0”. Onko lause a) P(0,0)b) P(—1, 1)
¢) P(5,-100) tosi?
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5. Olkoot S(x) avoin lause “kuvio x on symmetrinen jonkin suoran suh-
teen” ja P(x) avoin lause kuvio x on symmetrinen jonkin pisteen suhteen”.
Perusjoukon muodostavat oheiset kuviot. Ratkaise avoin lause.

a) S(x),

b) Ax),

¢) 7(S(x) Vv Ax)),
d) S(x) & Px).

6. Ratkaise avoin lause 4x* + 7x — 2 = 0, kun perusjoukko on a) reaalilu-
kujen joukko b) kokonaislukujen joukko.

7. Olkoot perusjoukko {0, 1,2,...,10}, A(x) avoin lause ”x < 1” ja B(x)
avoin lause ”x > 5”. Ratkaise avoin lause.

a) A(x),

b) ~B(x),

¢) A(x) A B(x),
d) ~A(x) - B(x).
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8. Arvotaan kaksi lukua, joista molemmat voivat olla 1, 2 tai 3. Arvonnan
tuloksena saadaan lukupari (x, y), missd x on ensimmadisen arvonnan tulos
ja ytoisen arvonnan tulos. Olkoot avoimet lauseet S(x, y): ”x < y”jaT(x, y):
tulo xy on jaollinen luvulla 3”. Ratkaise avoin lause, kun perusjoukon muo-
dostavat arvonnan tuloksena saatavat mahdolliset lukuparit

(1,1), (1,2), (1,3), (2, 1), (2,2), (2,3), (3, 1), (3,2), (3, 3).

a) S(x, ),

b) T(x,y),

¢) ~(S(x,y) Vv T(x,y)),
d) S(x,y) = T(x, y).

9. Ratkaise reaalilukujen joukossa
x} < 4
x > -1
a) epiyhtild x? < 4,
b) epiyhtilopari

10. Ratkaise reaalilukujen joukossa epéayhtilo

a) |x| >S5,

b) |x| <1,

c) |[x—4|>5,

d) [2x-6]| < 1.
11. Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa. Ilmaise ratkaisujoukko
myos vilimerkintda kdyttden.

a) XX>1)VvO0<x<2),
b) 2> 1DHA0<x<2),
) ((2>1) = (0<x<2).

12. Olkoot P(x) avoin lause (x < 10) A (x> = 100) ja O(x) avoin lause (x >
10) « (x? = 100). Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa.

a) Ax),
b) O(x),
¢) Ax)VOXx),
d) P(x) A Q(x).
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Kotitehtdvid

1. Olkoon T{(x,y) avoin lause “x ldhettdd tekstiviestin y:lle”. Suomenna
lause.

2.

a) T(Tiina, Elias),

b) —T(Elias, Tiina) A T(Elias, Vilma),
¢) T(x,x),

d) T(y,Rasmus) « T(Rasmus, y).

Olkoot E(x) avoin lause ”x on eurooppalainen padkaupunki” ja S(x)

avoin lause ”x on suomalainen kaupunki”. Ratkaise avoin lause, kun pe-

rusjoukko on {Helsinki, Rovaniemi, Praha, Milano}.

a) E(x),

b) —S(x),

) S(x) A —E(x),
d) ~(E(x) A S(x)),
e) E(x) & S(x).

3. Olkoon R(x) avoin lause ”x>—100 > 0”. Onko lause a) R(10) b) R(—15)
tosi?
4. Olkoon S(x,y) avoin lause ”x> + y* = 5”. Onko lause a) S(2,3) b)

S2,-1)c) S(—\/g, 0)d) S(—1,-1) tosi?

5. Ratkaise avoin lause 9x* + 30x + 25 < 0, kun miéérittelyjoukko on a)
reaalilukujen joukko b) kokonaislukujen joukko.

6. Olkoot perusjoukko {1,2,3,...,16}, C(x) avoin lause "luku 12 on jaol-
linen luvulla x” ja D(x) avoin lause ”luvun x nelidjuuri on kokonaisluku”.

Ratkaise avoin lause.

a) C(x),
b) D(x),
¢) ~C(x) A D(x),
d) C(x) & D(x).
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7. Arvotaan kolme lukua, joista jokainen voi olla 1 tai 2. Arvonnan tulok-
sena saadaan lukukolmikko (x, y, z), missd x on ensimmadisen arvonnan tu-
los, y toisen arvonnan tulos ja z kolmannen arvonnan tulos. Olkoot avoi-
met lauseet S(x,y,z): "x+ y+ z > 57, T(x, y, z): "tulo xyz on pariton” ja
U(x,y, z): “summa x + y + z on jaollinen luvulla 3”. Ratkaise avoin lause,
kun perusjoukon muodostavat arvonnan tuloksena saatavat mahdolliset lu-
kukolmikot

(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1), (1,2,2), (2,1,1), (2, 1,2), (2,2, 1), (2,2, 2).

a) S(x,y,2),

b) T(x, y, 2),

¢) Ulx.y. 2),

d) S(x,y,2) AN T(x, , 2),

e) S(x,y,2)VU(x,y, 2),

f) =2(S(x,y,2) VT(x, y, 2) VU(x, y, 2)),

g S(x,y,2) A(T(x,y,2) < Ulx, y, 2)).
8. Ratkaise reaalilukujen joukossa.

a) x> =ltaix(x+5)(x—-1)=0

b) x> =1ljax(x+5)(x-1)=0

9. Ratkaise reaalilukujen joukossa

x*=11x+30 > 0
2x > —-6-—x.
a) epayhtilo x> — 11x + 30 > 0,
b) epidyhtilopari
10. Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa. Ilmaise ratkaisujoukko
my0s vilimerkintidd kdyttden.

a) (4<x)V(x<?8),

b) (-4 <x)A(x <8,

©) (4 <x)A(x <B))A(=5<x<-3),

d) (-4<x)e (-5<x<-3).
11. Olkoot A(x) avoin lause (x > 0) — (x > 20) ja B(x) avoin lause
—((x < 0)Vv(x > 20)). Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa.

a) A(x),
b) B(x),
c) A(x)V B(x).
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3.3 Tehtdvdasarja 3
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Tehtavia

1.

Olkoon lause +7(x): “opiskelija x on tdysi-ikdinen” ja +perusjoukko

kaikki koulun opiskelijat. Suomenna lause.

4.

5.

a) VxT(x)
b) IxT(x)
c) dx—T(x)
d) Vx—T(x)

Suomenna lause. Onko lause tosi? Perustele.

a) Vx € R(Jx| > 0)
b) Vx € R(|x| > 0)
¢) Ix e N(x* < 2)
d) IxeNx?=2)

Formalisoi lause. Onko lause tosi? Perustele.

a) Jokainen kokonaisluku on joko positiivinen tai negatiivinen.

b) On olemassa sellainen kokonaisluku, jonka neli6juuri on yhtd suuri
kuin luku itse.

¢) Minkéin kokonaisluvun neli6 ei ole 7.

Osoita, ettid yhtilo v/ x2 = x ei pidi paikkaansa kaikilla reaaliluvuilla.

Jalkapallojoukkue on 1dhdossd turnausmatkalle. Olkoon P(x,y) avoin

lause “pelaajalla x on pelaajan y puhelinnumero”. Suomenna lause.

72

a) Vx3IyPAx,y)
b) IxVyHAx, y)
c) VxPAx,y)

Formalisoi lause. Onko lause tosi?

a) Positiivisten kokonaislukujen joukossa on pienin alkio.
b) Negatiivisten kokonaislukujen joukossa on pienin alkio.

Onko lause tosi? Perustele.
a) VxeR3IyeRxy=1)
b) dx € RVy € R(xy =y)
Onko lause tosi? Perustele.

a) IxeRIyeRxy=x+y)
b) VxeRIye Rxy=x+1y)
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9. Olkoon M(x): ”’x on matemaatikko”. Formalisoi lause.

a) Kaikki eivit ole matemaatikkoja.
b) Joku ei ole matemaatikko.

¢) Ei ole olemassa matemaatikkoa.
d) Kukaan ei ole matemaatikko.

10. Muodosta lauseen negaatio.

a) Vx e Z(x < 12)
b) Ix € Z(x* = 12)
¢) IxeN(x*=9) A (x < 3))
d) VxeN(x=0)V (x> 1))

11. Osoita, ettd lause Ja, b, c € Z+(a2 + b = cz) on tosi.

12. * Olkoot M(x): ”’x on matemaatikko” ja I(x): ”’x on iloinen”. Formalisoi
lause.

a) Kaikki ovat iloisia matemaatikkoja.
b) Matemaatikot ovat iloisia.
¢) Kukaan matemaatikko ei ole iloinen.
d) Kaikki matemaatikot eivit ole iloisia.
13. * Olkoot K(x): ”x on kampaaja” ja T(x, y): ”x tekee y:1le kampauksen”.

Formalisoi lause.

a) Kukaan kampaaja ei tee kampausta itselleen.
b) Joku kampaaja tekee kampauksen niille kampaajille, jotka eivit tee
kampausta itselleen.
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Kotitehtdvid

1.

Olkoon perusjoukko xy-tason suorien joukko. Olkoot lauseet N(x): ’suo-

ra on nouseva” ja L(x): ”suora on laskeva”. Suomenna lause. Onko lause

tosi?

7.

a) dxL(x)

b) Vx(N(x)V L(x))

¢) Ix(~N(x) A L(x))

d) Vx—N(x)

Onko lause tosi? Perustele.

a) Vx € R(x?> > 0)

b) Ix € N(x* = -9)

) VxeR(x—1D(x=-3)>0)

d) Ix € Z(—x*-2<0)

Onko lause tosi? Perustele.

a) 3x e R(x* —3x+3=0)

b) Vx € R(x* =3x+3>0)
a) Osoita, ettd yhtdlo |/xy = Vx \/y ei pidd paikkaansa kaikilla
reaaliluvuilla x ja y.

b) Osoita, ettd on olemassa sellaiset reaaliluvut x ja y, ettd yhtilo

Vxy = Vx \/¥ pitéi paikkansa.
c) Milld ehdolla yhtilo \/x_y = \/§ ﬁ pitda yleisesti paikkansa?
Olkoon S(x, y): ”x on suorittanut kurssin y”. Formalisoi lause.
a) Joku on suorittanut kaikki kurssit.
b) Jokainen on suorittanut ainakin yhden kurssin.

¢) Kukaan ei ole suorittanut kaikkia kursseja.
d) On olemassa kurssi, jota kukaan ei ole suorittanut.

Onko lause tosi? Perustele.
a) VxeZ, d3ye Z (x = ﬁ)
b) Iy e RYx e R(x* -4 > y)

[Imaise suomen kielelld lauseen negaatio kahdella eri tavalla soveltamal-

la kvanttorien negaatioiden loogisesti ekvivalentteja muotoja.

a) Jokainen opiskelija saa tdstd kurssista arvosanan 10.
b) On olemassa opiskelija, joka saa tdstd kurssista arvosanan 10.

8. Kirjoita lause toisin.

a) "Vx-P(x)
b) =3x(Ax) v O(x))
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9. Muodosta lauseen negaatio. Onko negaatio tosi?
a) Vx €]1, oo[(1/x < x)
b) 3x € Q(x’ =5)
o) VneZidme Z(n=2m) VvV (n=2m+ 1))
10. Funktiota f: X — Y voidaan ajatella kahden muuttujan avoimena

lauseena PA(x,y): ”f(x) = y”, missd x kuuluu méérittelyjoukkoon X ja y
maalijoukkoon Y. Funktiolta edellytetédin lisdksi, ettd

. Vx3yAx,y), ja
. ~(3x3y3z(PAx, y) A Ax,2) A (y # 2))).
Tulkitse sanallisesti tai kuvaa kdyttden, mitd tima maéritelma tarkoittaa.
11. * Olkoot S(x, y): ”x on suorittanut kurssin y” ja L(x): ”x on lukiolai-
nen”. Formalisoi lause.

a) Joku lukiolainen on suorittanut kaikki kurssit.

b) Kukaan lukiolainen ei ole suorittanut kaikkia kursseja.
12. * Olkoot S(x, y): ”’x on suorittanut kurssin y”, L(x): ”x on lukiolainen”
ja M(y): "y on pitkdn matematiikan kurssi”. Formalisoi lause.

a) Joku lukiolainen ei ole suorittanut yhtdédn pitkdn matematiikan kurs-

sia.
b) Joku lukiolainen on suorittanut pitkéin matematiikan kurssin.
c¢) Jokaisella lukiolaisella on pitkéin matematiikan kurssi suoritettuna.

d) On olemassa pitkén matematiikan kurssi, jota kukaan lukiolainen ei
ole suorittanut.

13. * Madrita kaikki funktiot f: X — Y, kun X = {a,b,c} jaY = {1,2}.
14. * Madritd kaikki funktiot f: X - Y kun X =@ jaY # @.

15. * Madritd kaikki funktiot f: X - Y,kun X # @jaY = @.
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LUKU 4

Luku 4

4.1 Tehtavasarja 1

76  Luku 4. Luku 4



Tehtavid

1. a) Laske neljdn perdkkidisen kokonaisluvun summa. Toista lasku
useilla neljan perikkdisen kokonaisluvun joukoilla. Mitd havaitset
summasta?

b) Jos neljin perdkkdisen kokonaisluvun joukon pienin luku on m, niin
millainen esitysmuoto on kolmella muulla luvulla?

c) Todista a-kohdan tulos matemaattisesti kéyttden hyviksi b-kohdan
esitysmuotoja.

a) 1+2+3+4=10,2+3+4+5=14,34+4+5+6=18

b) {imm+1,m+2,m+ 3}

c)m+(m+1)+(m+2)+(m+3)=m+m+m+m+1+2+3=
dm+ 6 =202m + 3)

2. Todista, ettd parillisen ja parittoman kokonaisluvun summa on pariton.

2. Parillinen luku voidaan esittdd muodossa 2k ja pariton luku muodossa
21+ 1, missd k, I € Z. Tilloin summaksi saadaan 2k +2/+1 =2(k+1)+1,
joka on pariton.

3. Todista, ettd kahden parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.

3. Parilliset luvut voidaan esittdd muodoissa 2k ja 2/, missd k, [ € Z Talloin
tuloksi saadaan 2k - 2/ = 2(2kl), joka on parillinen.

4. Todista, ettd kahden rationaaliluvun tulo on rationaalinen.

4. Rationaaliluvut voidaan esittdd muodoissa

5. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Todista, ettd luku a+ b on parillinen silloin
ja vain silloin, kun luku a — b on parillinen.

5.

6. Olkoon m sellainen kokonaisluku, etti m? on pariton. Todista, ettd tilloin
m on pariton.

6.

7. Todista viite todeksi tai epdtodeksi: Kahden irrationaaliluvun summa on
aina irrationaaliluku.

7. (Epitosi.)

8. Luku \/3 on irrationaaliluku. Todista, ettd 4/3 + 1/2 on irrationaaliluku.
Vihje: Kiytd epdsuoraa todistusta.

8.

Luku 4. Luku 4 77



78

9. Todista, ettd irrationaaliluvun ja nollasta poikkeavan rationaaliluvun tulo
on irrationaaliluku.

9.
10. Todista, ettd luku \/6 on irrationaaliluku.
10.

11. Todista: Jos luku a on irrationaaliluku, niin my6s luku

2a -5
3a-11

on irrationaaliluku. Vihje: Kiytd symbolisen laskimen solve-toimintoa.

11.
12. Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka kateettien pituudet ovat a

ja b ja hypotenuusan pituus c. Todista viite todeksi tai epatodeksi.

a) On olemassa sellainen suorakulmainen kolmio, jonka sivujen pituu-
det a, b ja c ovat kaikki parillisia kokonaislukuja.

b) On olemassa sellainen suorakulmainen kolmio, jonka sivujen pituu-
det a, b ja c ovat kaikki parittomia kokonaislukuja.

12.

a) (Tosi.)
b) (Tosi.)

13. Kokonaisluvut 0,1,2,...,12 asetetaan mielivaltaiseen jirjestykseen
ympyrin kehille. Todista, ettd joidenkin neljan peridkkiisen luvun summa
on vihintidin 26.

13. Vihje: tutki tilannetta, jossa olisi vain luvut 1,2, ..., 12 (ilman nollaa).
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Kofitehtavia

1. a) Laske luonnollisten lukujen 1,2, 3, ..., 10 nelict.
b) Esiti viite luonnollisten lukujen nelididen parillisuudesta tai paritto-
muudesta.
¢) Todista viitteesi matemaattisesti.

a) 1,4,9,16,25,36,49, 64,81, 100
b) Luonnollisen luvun nelion parillisuus on sama kuin Iuvun itsensé.

2. Todista, ettd kolmen parittoman kokonaisluvun summa on pariton.
2.

3. Todista, ettd kolmen peridkkiisen kokonaisluvun summa on jaollinen lu-
vulla 3.

3.

4. Todista, ettd kahden parittoman kokonaisluvun tulo on pariton.

4.

5. Olkoot a ja b reaalilukuja. Todista, ettd tulo ab = 0, jos ja vain josa = 0
tai b = 0.

5.

6. Olkoon n kokonaisluku. Todista, ettd luku n* + 3n + 1 on aina pariton.

Kiytd a) suoraa b) episuoraa todistusta.

6.
7. Todista, ettd ei ole olemassa sellaisia positiivisia kokonaislukuja x ja y,
jotka toteuttavat yhtédlon 4* = 77.

7.
8. Todista viite todeksi tai epdtodeksi: Kahden irrationaaliluvun tulo voi
olla rationaaliluku.

8.

9. Todista, ettd luku \/g on irrationaaliluku. Tarvitset seuraavaa lisitietoa:
jos kahden kokonaisluvun tulo on jaollinen luvulla 5, niin ainakin toinen
tulon tekijoistd on jaollinen luvulla 5.

9.
10. Tarkastellaan paritonta midrdé parittomia kokonaislukuja. Todista, ettd
lukujen keskiarvo ei voi olla nolla.

10.
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11. Tarkastellaan kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat a, b ja c. Niin sano-
tun Heronin kaavan mukaan kolmion pinta-alalle pétee

A=/p(p—a)p—b)p-o)

missd p = %(a+b+c). Todista, etté jos kolmion sivujen pituudet ovat luvulla
4 jaollisia kokonaislukuja, niin kolmion pinta-alan neli6 on jaollinen luvulla
16.

11.
12. Niin sanotun Fermat’n suuren lauseen mukaan ei ole olemassa sellai-
sia positiivisia kokonaislukuja x, y ja z, jotka toteuttaisivat yhtdlon x"+y" =
Z", missd n on lukua 2 suurempi kokonaisluku. Erityisesti siis yhtélolla
x® 4+ y® = 2° ei ole ratkaisua, jos x, y ja z ovat positiivisia kokonaislukuja.
Kayta tatd tulosta hyvéksesi a- ja b-kohtien ratkaisemisessa.
a) Todista, ettd ei ole olemassa sellaisia positiivisia rationaalilukuja x,
y ja z, jotka toteuttavat yhtilon x> + y* = z°.
b) Todista viite todeksi tai epitodeksi: ei ole olemassa sellaisia keske-
nddn eri suuria kokonaislukuja x, y ja z, jotka toteuttavat yhtdlon

P +y =7

12.
13. Olkoot a ja b reaalilukuja, joille pitee 0 < a < 1ja0 < b < 1. Todista,
ettii tilloin 0 < <2 <1,

1+ab —
13.
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Luku 5

2.1 Tehtavasarja 1
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Tehtavia

1. Onko luku a) 50 b) 48 ¢) —72 d) —34 jaollinen luvulla 67
2. Jakaako luku 13 luvun a) 117 b) —65 ¢) 160 d) —81?

3. Osoita, ettd a) 3|66 b) 7 4 120 ¢) 15|(=330) d) 11 } (—619).
4. Onko viite tosi?

a) 3|53

b) —9/108

0) 12} (~158)
d) -7|175

e) —17 } (=646)

5. Kirjoita jakoyhtilo, kun

a) luku 7 jaetaan luvulla 3

b) luku 51 jaetaan luvulla 4

c¢) luku 1000 jaetaan luvulla 125
d) luku 3858 jaetaan luvulla 97.

6. Kirjoita jakoyhtild, kun

a) luku —22 jaetaan luvulla 7
b) luku —2844 jaetaan luvulla 36
¢) luku —3858 jaetaan luvulla 97.

7. Kirjoita jakoyhtilo jakolaskulle

a) 9/25

b) —9/25

c) 124/120
d) —124/120.

8. Pdittele, mikd on jakojadnnos, kun

a) luku 1967 jaetaan luvulla 5

b) luku —426 jaetaan luvulla 5

¢) luku 67876 jaetaan luvulla 50
d) luku —30509 jaetaan luvulla 50.

9. Leipomossa on pakattavana 260 sdmpyldd. Kuinka monta tiyttd pussia
saadaan ja kuinka monta sdmpyldé jai yli, jos kdytetdidn vain a) 24 b) 10 c)
6 d) 4 sampyldn pusseja?

10. Jos kello on nyt 13.05, niin mité kello oli 2012 tuntia ja 45 minuuttia
sitten?
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1. a) Mikad luku jaettuna luvulla 17 antaa osaméiréksi 98 ja jakojdén-
nokseksi 57
b) Miki luku jaettuna luvulla 12 antaa osamairiksi —91 ja jakojdannok-
seksi 0?
c) Milli positiivisella kokonaisluvulla luku 146 on jaettava, jotta osa-
maird olisi 3 ja jakojddnnos 2?
d) Milléd positiivisella kokonaisluvulla luku 72 on jaettava, jotta jako-
jaannos olisi 7?
12. Maédritd osamiiri ja jakojddnnos seki kirjoita jakoyhtéld, kun a) luku
2'% 4 10 jaetaan luvulla 2" + 1 b) luku 3'% 4 100 jaetaan luvulla 3°® + 10.
13. Olkoot a, b, c, r ja s kokonaislukuja ja a # 0. Osoita, etti jos a|b ja alc,
niin a|(rb + sc).
14. Olkoot a, b, c ja d kokonaislukuja ja a, b # 0. Osoita, ettd jos a|c ja b|d,
niin (ab)|(cd).

15. Osoita, etti jos a ja b ovat parittomia kokonaislukuja, niin 4|(a® — b%).

16. Olkoot a ja b nollasta eroavia kokonaislukuja. Mitd voidaan péitella,
jos alb ja bla?
17. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Méadritd osamiird ja jakojddnnos
seki kirjoita jakoyhtild, kun
a) luku 5n + 3 jaetaan luvulla 5
b) luku n? 4+ 2n + 2 jaetaan luvulla n + 1
¢) luku #* + 3n*> — n — 3 jaetaan luvulla n + 3
d) luku 2n® 4 3n% 4+ 4n + 9 jaetaan luvulla 2n + 3.
18. a) Muodosta jakoyhtilo luvuille 0, 1,2, ..., 7, kun jakajana on luku
3. Miti arvoja jakojddnnds voi saada?
b) Osoita, etti jos kahden kokonaisluvun tulo on jaollinen luvulla 3, niin
ainakin toinen luvuista on jaollinen luvulla 3. Vihje: Kéyté epdsuoraa
todistusta.
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Kofitehtavid

1. Onko luku a) 42 b) =75 ¢) 102 d) —98 jaollinen luvulla 7?
2. Jakaako luku 11 luvun a) —165 b) 21 ¢) —101 d) 209?

3. Osoita, ettd a) 2|234 b) —17|408 c) 14 { 223 d) 6 } (—472).
4. Onko viite tosi? a) 8 + 168 b) 13 } (=95) ¢) —=5|777 d) 29 { 2583 e)
—4{(-924)
5. Kirjoita jakoyhtilo, kun
a) luku 9 jaetaan luvulla 6

b) luku 576 jaetaan luvulla 19
c) luku 3712 jaetaan luvulla 32.

6. Kirjoita jakoyhtilo, kun
a) luku —12 jaetaan luvulla 5

b) luku —147 jaetaan luvulla 6
c¢) luku —875 jaetaan luvulla 35.

7. Kirjoita jakoyhtilo jakolaskulle a) 3/17 b) —3/17 c) 88/80 d) —88/80.
8. Paittele, miki on jakojddnnos, kun

a) luku 5555 jaetaan luvulla 4

b) luku —555 jaetaan luvulla 4

c¢) luku 123456 jaetaan luvulla 100
d) luku —654321 jaetaan luvulla 100.

9. Ténididn on keskiviikko. Miké viikonpdivd a) on 1000 piivin kuluttua b)
oli 500 péivid sitten?
10. Kello on 17.28 ja on tiistai. Mité kello on 2073 tunnin kuluttua? Mika
viikonpdiva silloin on?
11. Tarkastellaan kirjainjonoa ABCDEFGABCDEFGABCDEFG... a) Mi-
ki on jonon 12742. kirjain? b) Kuinka monta A-kirjainta on jonossa ennen
sitd?
12, a) Miki luku jaettuna luvulla 19 antaa osamaéiriksi 6 ja jakojddn-
nokseksi 13?7
b) Mikaé luku jaettuna luvulla 7 antaa osaméariksi —23 ja jakojdannok-
seksi 57
¢) Millid positiivisella kokonaisluvulla luku 1263 on jaettava, jotta osa-
médrd olisi 114 ja jakojdinnos 9?
d) Millé positiivisella kokonaisluvulla luku —140 on jaettava, jotta ja-
kojaannos olisi 3?
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13. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku (3n+1)*—(3n+1)% on jaollinen
luvulla 3. Vihje: Kéytd symbolisen laskimen expand-toimintoa.

14. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku (2n + 1)° — (2n — 1)* = 2n on
jaollinen luvulla 16.

15. Maédritd osamiird ja jakojaidnnos seki kirjoita jakoyhtéld, kun a) luku
7°% + 1 jaetaan luvulla 7** — 1 b) luku 7°° — 1 jaetaan luvulla 7% + 1.

16. Olkoot a, b ja c kokonaislukuja ja a # 0. Osoita, ettd jos a|b ja a|(b+c¢),
niin a|c.

17. Olkoot p, g ja r positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd jos p on luvun
q tekiji ja g on luvun r tekija, niin p on luvun r tekija.

18. Olkoot a, b ja c kokonaislukuja ja a,c # 0. Osoita, ettd jos (ac)|(bc),
niin a|b.

19. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita, ettd luku a+ b on jaollinen luvulla
3 silloin ja vain silloin, kun luku a — 25 on jaollinen luvulla 3.

20. Olkoon #n positiivinen kokonaisluku. Mééritd osaméiri ja jakojadnnos
seki kirjoita jakoyhtilo, kun

a) luku 2n* — n — 2 jaetaan luvulla n + 1
b) luku n* + n* + 6 jaetaan luvulla n + 2
¢) luku n? +2n — 1 jaetaan luvulla n.

Vihje: Voit laskea polynomien jakolaskun symbolisen laskimen avulla.

21. * Todista jakoyhtdlo, kun a < 0.
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22. * Lukujirjestelmé tarkoittaa tapaa, jolla luvut kirjoitetaan numeroi-
den avulla. Kantaluku kertoo, kuinka monta eri numeroa lukujérjestelmén
luvuissa voi esiintyéd. Esimerkiksi kymmenjirjestelméssé kantaluku on 10
ja kéytossd ovat numerot 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8 ja 9. Kymmenjérjestelmén lu-
ku 3258 muodostuu numeroista 3, 2, 5 ja 8 kantaluvun 10 potenssien avulla
seuraavasti:

3258 3-1000+2-100+5-10+8

3-10°+2-10>+5-10" + 8- 10°.

Kymmenjirjestelméssi siis luvun viimeinen numero on luvun 10° kerroin,
toiseksi viimeinen luvun 10" kerroin, kolmanneksi viimeinen luvun 10% ker-
roin jne.

Kaksijirjestelméan eli binairijarjestelman luvut taas muodostuvat nume-
roista 0 ja 1. Esimerkiksi binddriluku 101101 voidaan ilmaista kymmenjér-
jestelmdssa kirjoittamalla luku kantaluvun 2 potenssien avulla seuraavasti:

1-2240-2%4+1-224+1-2240-2"+1-2°
1-324+0-164+1-8+1-4+0-2+1=45.

101101

Kaksijirjestelmissi siis luvun viimeinen numero on luvun 2° kerroin, toi-
seksi viimeinen luvun 2! kerroin, kolmanneksi viimeinen luvun 2?2 kerroin
jne.

Kymmenjérjestelmén lukuja voidaan muuntaa bindéiriluvuiksi jakoyhtaloi-
den avulla. Muunnetaan luku 18 binédériluvuksi. Jaetaan ensin kymmenjér-
jestelmin luku 18 kaksijirjestelmééin kantaluvulla 2 ja kirjataan ylos jako-
jaannos. Taman jalkeen jaetaan edellisen jakolaskun osamaird kantaluvulla
2 ja kirjataan taas jakojadnnds muistiin. Néin jatketaan, kunnes osamiiriksi
jad Iuku 0.

-240
241
-240
-240
-2+ 1 — lopetetaan

— N B~ O o©
Il
© = N bk~ O

Kirjoittamalla nyt jakojadnnokset lopusta alkuun saadaan luku 10010. Se
on kymmenjirjestelmin luvun 18 bindiriesitys.

a) Muunna bindirijarjestelmén luvut 1001 ja 110110100 kymmenjér-
jestelméén.
86 LBE)(UIgIH_%aSkymmenj drjestelmin luvut 25 ja 520 bindédrijéarjestelmain.
c) Etsi laskimesi ohjekirjasta, miten muunnokset voidaan toteuttaa las-
kimella.



0.2 Tehtavdsarja 2
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Tehtdvid

1. Osoita, ettd a) 23 = 8 (mod5) b) 1326 = —546 (mod8) c) 403 =
0 (mod13).

2. Madéritd pienin epinegatiivinen luku, jonka kanssa luku a) 56 b) —72 c)
3857 on kongruentti modulo 6.

3. Madrita kaikki kokonaisluvut x, joille x = 7 (mod12) ja 18 < x <
130.

4. Pitkékestoiset kynttildt sytytettiin samaan aikaan. Toinen paloi 128 tuntia
jatoinen 181 tuntia. Sammuivatko kynttildt samaan kellonaikaan?

5. Aaron syntymépdivijuhlat alkavat 912 tunnin kuluttua ja Mirkun synty-
mdapdivdjuhlat 1419 tunnin kuluttua.

a) Mihin kellonaikaan Mirkun juhlat alkavat, kun Aaron juhlat alkavat
kello 12.00?
b) Aaron juhlat ovat lauantaina. Miki viikonpéivad nyt on?

6. Maddritd pienin epdnegatiivinen luku, jonka kanssa luku
a) 234 -15
b) 79 - 650
c) 192 +772

on kongruentti modulo 4.

7. Tiedetddn, ettd jakojadnnos on 2, kun kokonaisluku » jaetaan luvulla 5.
Miki on jakojainnos, kun luku 3% + 8n + 7 jaetaan luvulla 5?

8. Kokonaisluvut voidaan jakaa osajoukkoihin esimerkiksi niin, ettd kussa-
kin osajoukossa ovat ne luvut, jotka ovat kongruentteja keskendin jaettaessa
luvulla 3. Néihin osajoukkoihin kuuluvia lukuja voidaan merkitd 3¢, 3¢+ 1
ja3g+ 2, missd g € Z. Miten voidaan merkitd lukuja osajoukoissa, jotka
syntyvit, kun kokonaisluvut jaetaan luvulla a) 4 b) 5 c) 2?7

9. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, etti n”> —n =0 (mod?2).

10. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku n(n + 5) on parillinen.
11. Osoita, ettd luku n(n + 1)(n + 8) on jaollinen luvulla 3, kun » on koko-
naisluku.

12. Osoita, ettd luku n° — n on jaollinen luvulla 5, kun » on kokonaisluku.

13. Osoita, etti luku n° 4 2 ei ole jaollinen luvulla 4 milliin kokonaisluvun
n arvolla.

14. Jokainen kokonaisluku on joko parillinen tai pariton. Osoita erikseen
niissi osajoukoissa, etti luku n* + 2 4+ #? on jaollinen luvulla 4, kun n on
kokonaisluku. (Vrt. esimerkki 5.42.)
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15. Etsi kaikki kokonaisluvut x, jotka toteuttavat kongruenssin 5x =
1 (mod3).

16. Olkoon k positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd kokonaisluvut a ja b
ovat kongruentteja modulo k eli erotus @ — b on jaollinen luvulla k, jos ja
vain jos luvuilla a ja b on sama jakojdannds, kun jaetaan luvulla k.

17. Julius Caesar kiytti erdstd vanhimmista tunnetuista salakirjoitusmene-
telmistd. Hin muutti viestin salaiseksi korvaamalla jokaisen kirjaimen toi-
sella kirjaimella, joka sijaitsi aakkosissa kolme kirjainta myohemmin. Vii-
meisten kirjainten jilkeen palattiin taas aakkosten alkuun. Suomen kieles-
sd on 28 kirjainta, jos W-kirjainta ei lasketa mukaan. Siten esimerkiksi
viesti AVAIN ON OLJYRUUKUSSA kirjoitettaisiin Caesarin menetelmil-
14 DZDLQ RQ COMAUYYNYVVD. Suomenna viestit

a) KACNNBAV NHVNLACOOB
b) BOB VAC UASBOHLXB.

18. Caesarin salakirjoitusmenetelmdd voidaan kuvata funktiolla f(n) =
n 4+ 3 (mod 28), missd n on kunkin kirjaimen jirjestysnumero aakkosissa.
Koodattavan kirjaimen jarjestysnumeroon liséitdén luku 3 ja ndin saatu funk-
tion arvo tulkitaan takaisin kirjaimeksi.

Kirjoita viesti AVAIN ON OLJYRUUKUSSA kiiyttien salakirjoitusta, jota
kuvaa funktio
a) f(n) =n+ 13 (mod 28)
b) f(n) =3n+ 7 (mod28).
¢) Madiritd funktiot, joiden avulla a- ja b-kohtien salakirjoitus voidaan
purkaa.
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Kotiteht&vid

1. Osoita, ettd a) 34 = 10 (mod3) b) —128 = 274 (mod6) ¢) 1053 =
0 (mod 27).

2. Mairitd pienin epinegatiivinen luku, jonka kanssa luku a) 25 b) —121 ¢)
5777 on kongruentti modulo 5.

3. Mairité kaikki kokonaisluvut x, joille x =3 (mod 8) ja —50 < x < 51.
4. Neptunus-planeetan pyordhdysaika on noin 16 tuntia. Onko Neptunuk-
sella sama kellonaika 223 tunnin kuluttua kuin 49 tuntia sitten?

5. Maijan isoditi on syntynyt 7.3. erdidni karkausvuonna. Maijan &iti on syn-
tynyt 9525 pdivii isoditid myohemmin ja Maija itse 10229 piivad ditiddn
myohemmin. Tutki, ovatko jotkut henkildistd syntyneet samana viikonpai-
vana.

6. Nyt on tammikuu. Miké kuukausi

a) on 76 kuukauden kuluttua
b) oli 555 kuukautta sitten?

7. Maédritd pienin epdnegatiivinen luku, jonka kanssa luku

a) 17 —930+452
b) 19-30+183-11
c) 5-26% +493

on kongruentti modulo 9.

8. Tiedetidn, ettd jakojddnnos on 5, kun kokonaisluku # jaetaan luvulla 11.
Miki on jakojidannos, kun luku 2n° — 61 — 9 jaetaan luvulla 11?

9. Osoita kongruenssin laskuséintdji koskevan lauseen kohta 2: Jos a = ¢
jab=d (modk),niina—b=c—d (modk).

10. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku n* +non jaollinen kahdella.

11. Osoita, ettd luku n(n + 1)(4n — 1) on jaollinen luvulla 6, kun »n on koko-
naisluku.

12. Osoita, ettd luku n(4n* — 1) on jaollinen luvulla 3, kun » on kokonais-
luku.

13. Osoita, ettid luku n*—3eiole jaollinen luvulla 5 milldidn kokonaisluvun
n arvolla.

14. Etsi kaikki kokonaisluvut x, jotka toteuttavat kongruenssin 4x + 1 =
3 (mod7).

15. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita viite todeksi tai epitodeksi: jos
ab=0 (modm),niina=0taib=0 (modm).
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16. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita viite todeksi tai epdtodeksi: jos
a>=b*> (modm), nina=>b (modm).

17. * Luvun a midrddmi jaidnnosluokka modulo m on luvun a kans-
sa kongruenttien lukujen joukko. Luvun a jdannosluokkaa merkitdédn a.
Siis a = {a + km|k € Z}. Esimerkiksi jadnnosluokat modulo 4 ovat
0=1{4k|k € Z},1 = {1 +4k|k € Z},2 = {2+ 4k|k € Z} ja
3={34+4k|k e Z}.

a) Madrita jadnnosluokat modulo 5.

b) Jiddnnosluokkien yhteenlasku ja kertolasku méiritelladn seuraavasti:
at+b=a+bjaa-b=a-b Tiydenni seuraavat jadnnosluokkien
yhteen- ja kertolaskutaulut modulo 5.

+]0)1]2]3|4 0/1/2]3|4
0]0]1]2]3 4 0/0/0]0]0]0
1 1
2 2
3 3
4]4]0J1]2]3 4104321

c¢) Jaannosluokan vasta-alkio méiritelladn seuraavasti: b on alkion a
vasta-alkio, jos a + b = 0. Méiriti b-kohdan taulukoiden avulla kun-
kin jadnnosluokan vasta-alkiot modulo 5.

d) Jadnnosluokan kéédnteisalkio médritelldéin seuraavasti: ¢ on alkion a
kédnteisalkio, jos a-c = 1. Miiritd b-kohdan taulukoiden avulla ki#n-
teisalkiot niille jadnnosluokkien modulo 5 alkioille, joilla sellainen
on olemassa.

e) Ratkaise jadnnosluokissa modulo 5 yhtélo x +x = 1.

f) Ratkaise jddnnosluokissa modulo 5 yhtild x - x = 4.
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Tehtavid

1.

3
k

3

4
3.
5
6

Mairitd jakojddnnos, kun
a) luku 80 - 30 — 352 jaetaan luvulla 7

b) luku 2'* jaetaan luvulla 3
c) lukuO+1+2+4+3+...479+ 80 jaetaan luvulla 4.

a) 4

b) 1

c) 0

Madrita jakojdannos, kun

a) luku 5 - 11%° 4 20 jaetaan luvulla 6
b) luku 6'% . 4% jaetaan luvulla 5

¢) luku 3%° + 55 jaetaan luvulla 8

d) luku 2'! jaetaan luvulla 14.

a) 3
b) 4
c) 0
d) 2

. Niyta, ettd luku 72292 4 2157 on jaollinen kolmella. [ YO kevit 1999 10b
ohta 2] 7 = 1(mod 3) ja 2 = —1(mod 3)
. Vihje: 7 = 1(mod 3) ja2 = —1(mod 3)

. Méiriti jakojddannds, kun summa (13 422433+ ... +105°) jaetaan luvulla

. Miki on luvun a) 277 b) 3% viimeinen numero?

7n+1

. Olkoon n luonnollinen luku. Osoita, ettd luku 4 - + 2 on jaollinen

luvulla 3.

7

. Olkoon # luonnollinen luku. Osoita, etti luku 132" + 23"** — 10 on jaol-

linen luvulla 7.

8.

Tutki, onko luku jaollinen luvulla 3.

a) 123456789
b) 987654321233

Maiirité jakojdannos, kun luku jaetaan luvulla 9.

a) 999 000 000 800
b) 111111111111
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10. Todista, ettd (n + 1)-numeroinen kokonaisluku a,a,_,a,_, ... a,a,a, on
kongruentti numeroidensa summan kanssa modulo 9. Ohje: Esité luku kym-
menen potenssien avulla:

a,a,_1a,_5 ... a,a,4,
=a, - 10"+a, 10" +a, , 10"+
ot ay - 10° +a; - 10 + a,.
1. a) Ajattele jotakin kolminumeroista lukua ja kirjoita se paperille.
Vaihda lukusi numeroiden jérjestysti ja kirjoita uusi luku paperille.
Laske lukujen erotus, jaa erotus luvulla 3 ja kirjoita jakojdannos pa-
perille. Lisdd jakojadnnokseen luku 7, kerro néin saatu luku luvulla

2 ja viahenni tuloksesta luku 4. Tulos on 10, eik6 vain? Miten se voi-
daan tietda?

b) Keksi oma algoritmisi, jonka tulos tiedetdédn etukiteen.
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Kofitehtavia

1. Madrité jakojdannos, kun

a) luku 700 — 22 - 185 jaetaan luvulla 6
b) luku 27997 jaetaan luvulla 7
c) lukul +2+3+4+...436+ 37 jactaan luvulla 8.

2. Madrité jakojadnnos, kun

a) luku 2% jaetaan luvulla 5

b) luku 12'° - 13% — 114 - 552 jaetaan luvulla 11
¢) luku 34% — 966 jaetaan luvulla 9

d) luku 6°7 jaetaan luvulla 15.

3. Tutki, onko luku 467 + 897 jaollinen viidelld. (Yo-koe, keviit 2011)

4. Midriti jakojaannos, kun summa (20 +2' +22 423 +24 425 4 ... 4224
jaetaan luvulla 5.

5. Miki on luvun a) 2'* b) 4! viimeinen numero?

6. Mitki ovat luvun 5°° kaksi viimeistd numeroa?
7. Osoita, ettd

a) luku 10" — 1 on jaollinen luvulla 9 kaikilla positiivisilla kokonaislu-
vuilla n

b) luku 11"+ 1 on jaollinen luvulla 12 kaikilla parittomilla positiivisilla
kokonaisluvuilla #.

8. Olkoon # luonnollinen luku. Miiritd jakojdannos, kun luku 501-4%" 422"
jaetaan luvulla 5.

9. Tutki, onko luku jaollinen luvulla 9.

a) 182736451
b) 18273645144

10. Maédritd jakojaannos, kun luku jaetaan luvulla 3.

a) 222333445
b) 101010101111

11. Osoita luvun 11 jaollisuussdintd: Kokonaisluku on jaollinen luvulla
11, jos ja vain jos sen numeroiden vuorotteleva summa on jaollinen lu-
vulla 11. Vuorotteleva summa lasketaan siten, ettd luvun viimeisestd nu-
merosta vihennetidin toiseksi viimeinen numero, lisdtdan kolmanneksi vii-
meinen numero, vahennetidin neljinneksi viimeinen numero jne. Vihje:
10=-1 (modl11).
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12. Tutki, onko luku jaollinen luvulla 11.

a) 24927

b) 928072618

¢) 7000000 000000007
d) 7000000 000000070

13. Todista, etti a®b — b>a on tasan jaollinen kolmella, jos a ja b ovat koko-
naislukuja ja a > b. [YO 1896 tehtévi 3]
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0.4 TehtdGvasarja 4
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Tehtdvid

1. Osoita induktiolla, ettd luku n*+non jaollinen luvulla 2, kun » on luon-
nollinen luku.

2. Osoita induktiolla, ettd luku n° + 21 on jaollinen luvulla 3, kun » on
luonnollinen luku.

3. Osoita induktiolla, ettd 2" > n, kun n on luonnollinen luku.

4. Osoita induktiolla, ettd n*> > 2n + 1, kun n on kokonaisluku jan>3.

5. Osoita induktiolla, ettd luku 7" + 5 on jaollinen luvulla 6, kun » on posi-
tiivinen kokonaisluku.

6. Osoita induktiolla, ettd luku 10" — 3" on jaollinen luvulla 7, kun n on
positiivinen kokonaisluku.

7. Osoita induktiolla, ettd luku 7" — 6n + 8 on jaollinen luvulla 9, kun n on
positiivinen kokonaisluku.

8. Osoita induktiolla, ettd n! > n2, kun n on kokonaisluku ja n > 4. Merkin-
td n! tarkoittaa luvun n kertomaa. Seon tulon! = n-(n—1)-(n—-2)-...-3-2-1.

9. Olkoot n positiivinen kokonaisluku ja r reaaliluku, jolle pitee r # 1.
Osoita induktiolla, ettd

o _1=7
1+r+r2+r3+...+r"1=—1 .
—-r

10. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita induktiolla, ettid

1-1!'42-2!143-3!'+...+n-nl=m+ 1) -1.
11. Osoita induktiolla, ettid

i ,  n(n+1)Q2n+1)
m=————-

kuinn=1,2,....
6

m=1

12. Osoita induktiolla, ettd n-alkioisessa joukossa on

nn—1)
2

kahden alkion osajoukkoa, kun n > 2.

13. Todista kappaleessa 5.2 esiteltyjen kongruenssin laskusddntoja koske-
van lauseen kohta 4: Olkoot a,b € Z ja k,n € Z_ sekid a = b (mod k).
Talldin a” = b" (mod k).
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14. Tarkastellaan kuviojonoa, joka muodostuu sddnnéllisen kuusikulmion
muotoisista pistejoukoista. Jonon nelji ensimmdistd kuviota ovat seuraavat:

e,

a) Laske, kuinka monta pistettd on kuviojonon kussakin neljassi ensim-
méisessd kuviossa.

b) Muodosta kaava, jolla voidaan laskea, kuinka monta pistettd on n.
kuviossa. Tarpeen vaatiessa voit hyddyntidd laskimesi polynomisovi-
tustoimintoja.

¢) Todista kaava induktiolla.
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Kotiteht&vid

1. Osoita induktiolla, ettid n jakopisteelld jana voidaan jakaa enintdén n + 1
janaksi.

2. Osoita induktiolla, ettd luku n® + 51 on jaollinen luvulla 6, kun »n on
luonnollinen luku.

3. Osoita, ettd 3" > 2n, kun n on positiivinen kokonaisluku.

4. Osoita induktiolla, ettd 3" < n!, kun n on kokonaisluku ja n > 7.

5. Osoita induktiolla, ettd luku 6" — 1 on jaollinen luvulla 5, kun » on posi-
tiivinen kokonaisluku.

6. Osoita induktiolla, ettd luku 8" — 5" on jaollinen luvulla 3, kun n on
positiivinen kokonaisluku.

7. Osoita induktiolla, etti luku 27*" + 3 - 13" on jaollinen luvulla 4, kun n
on positiivinen kokonaisluku.

8. Osoita induktiolla, etti

o 5 nin+ 1)
3w =

,kunn=1,2,....
1 un n

m=1

9. Osoita induktiolla, etti (1 +24+3+ ... +n)’ = 1P+ 2> +3* + ... + n’,

kun n on positiivinen kokonaisluku.

10. Tasoon piirretddn n suoraa (n > 2). Osoita, ettd suorilla voi olla kor-

keintaan n(n — 1)/2 leikkauspistetta.
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11. Tarkastele seuraavia luvun 2 perikkiisistd potensseista muodostuvia

summia:
1 =1
142 = 3
1+42+4 = 7
1+42+44+8 = 15

1+42+4+8+16 = 31
1+2+4+8+16+32 = 63
1+2+4+8+16+32+64 = 127.

Muodosta kaava, jolla voidaan laskea summa 20421 4224 .. +2" missi
n on luonnollinen luku. Todista kaava induktiolla.

12. Olkoot n luonnollinen luku ja x reaaliluku, jolle pitee x > —1. Osoita,
ettd (1 + x)" > 1 + nx. Kyseessi on niin sanottu Bernoullin epéiyhtilo.

13. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, etti

1 1 1
+ +

+ ... < 1.
n+l n+2 n+n

<

R —

[YO syksy 1971 tehtévi 7]

14. Osoita, ettd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n on

n(4n* — 1)

P+324+52+ ... +@2n-17%= 3

[YO kevit 1998 8b]

15. Tarkastellaan ruudukoista muodostuvaa kuviojonoa, jonka neljid ensim-
mdistd kuviota ovat seuraavat:

[]

a) Laske, kuinka monta neliotd kaikkiaan on kuviojonon kussakin nel-

jissd ensimmdisessd ruudukossa.

b) Muodosta kaava, jolla voidaan laskea, kuinka monta neliété on n. ruu-
dukossa. Tarpeen vaatiessa voit hyddyntdé laskimesi polynomisovi-
tustoimintoja.

¢) Todista kaava induktiolla.
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16. Eris keino, jolla voi tarkastaa onko yhteenlasku oikein suoritettu, pe-
rustuu seuraavaan lauselmaan:

Jos useampien kokonaislukujen summa ja samoin niiden lukujen numero-
summien summa jaetaan yhdeksilld, niin tulevat jadnnokset yhtd suuriksi.
Todista tima lauselma. [YO 1895 tehtavi 2]
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LUKU 6

Luku 6

6.1 Tehtavasarja 1
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Tehtdvid

1. Madritd lukujen suurin yhteinen tekija.

a) 15ja20
b) 9ja36
c) 4ja7

a) 5
b) 9
c) 1

2. Madéritd Eukleideen algoritmia kéyttden

a) syt(184,152)
b) syt(227,143).

a) 8
b) 1

3. Miiritd Eukleideen algoritmia kdyttden

a) syt(272,1479)
b) syt(4719, 18207).

a) 17
b) 3

4. Esitda murtoluku

a) &

5989
b) 30899

supistetussa muodossa. Vihje: Méiritd osoittajan ja nimittéjén suurin yhtei-
nen tekijd.

4.
13
> %
b) =
. . 8788 . .
5. Osoita, ettd murtoluku T35 €1 supistu.
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6. Leirille osallistui 780 tyttdd ja 612 poikaa. Osallistujat jaettiin keskendin
yhté suuriin ryhmiin siten, ettd kussakin ryhmissa oli vain tyttoj4 tai poikia.
Mika oli suurin mahdollinen ryhmékoko?

6.
7.

7.

12

Mairitd lukujen 188000100 ja 188 suurin yhteinen tekija.
4

Olkoon a positiivinen kokonaisluku. Madriti

a) syt(a,a)

b) syt(a, 1)

c) syt(az, a)

d) syt((a+ D!, a!).

Merkinti a! tarkoittaa luvun a kertomaa. Seontuloa!=a-(a—1) - (a —
2)-...-3-2-1.

8.

9.

a) a
b) 1
c) a
d) a!

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita Eukleideen algoritmia kayt-

tden, ettd syt(n + 1,n) = 1.

10

. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Miiriti lukujen n* + 2n ja n + 1

suurin yhteinen tekija.

10. 1

11

. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd

syt(3"! +10,3" +2) = 1.
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Kotiteht&vid

1. Madritéd lukujen suurin yhteinen tekija.

a) 63ja’7
b) 64 ja 33
c) 45ja60

a) 7
b) 1
c) 15

2. Mairitd Eukleideen algoritmia kéyttden

a) syt(657,306)
b) syt(2197,4641)
c) syt(15787,4111).

a) 9
b) 13
c) 1

3. Esitd murtoluku

a) 22
299

7697
b) 32041

supistetussa muodossa.

i3
b) s

4. Leipomo suljettiin remontin ajaksi. Ennen sulkemista laskettiin, ettd lei-
pomon varastossa oli 4896 vehnidsdmpyldd ja 1408 grahamsdmpyldd. Sam-
pylét pakattiin kuljetusta varten keskendéin samankokoisiin pusseihin siten,
ettd kuhunkin pussiin tuli vain vehni- tai grahamsdmpyloitd. Miki oli suu-
rin mahdollinen pussikoko? Oletetaan, ettd vehndsdmpyld oli samankokoi-
nen kuin grahamsidmpyli ja ettd yksikddn pussi ei jadnyt vajaaksi.

4. 32
5. Madéritd lukujen 468468468108 ja 234 suurin yhteinen tekija.
5. 18
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6. Olkoot a, b ja c positiivisia kokonaislukuja. Lukujen a, b ja ¢ suurin yhtei-
nen tekiji eli syt(a, b, ¢) voidaan méérittda siten, ettd ensin médritetddn kah-
den luvun suurin yhteinen tekiji ja sitten timén ja kolmannen luvun suurin
yhteinen tekija. Maérita

a) syt(15,30,40)
b) syt(6,9,11)
c) syt(171,456,665).

a) 5

b) 1

c) 19
7. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja syt(a, b) = 9. Voiko tillin
yhtdlo a + b = 186 olla tosi?

7. Ei voi.
8. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tutki, mitéd arvoja syt(n + 4, n) voi
saada.

8. 1,2ja4.

9. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Miriti lukujen n* + 3n ja n + 2
suurin yhteinen tekija.
9. Jos n on parillinen, syt(n2 +3n,n+2) = 2, muuten syt(n2 +3n,n+2) = 1.

10. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd syt(a, b) on jaolli-
nen kaikilla lukujen a ja b yhteisilld tekijoilla.
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6.2 Tehtavasarja 2
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Tehtavid

2.

2.

3.

pisteitd, joiden molemmat koordinaatit ovat kokonaislukuja.

5.

. Tutki, onko Diofantoksen yht#l6lld ratkaisua.

a) 7x+5y=3
b) 5x + 85y =42
c) 6x+51y =100

a) On ratkaisu.
b) Ei ole ratkaisua.
¢) Ei ole ratkaisua.

Leirille osallistui 364 nuorta. Oliko mahdollista majoittaa osallistujat 24
ja 16 hengen parakkeihin siten, ettd yksikédan parakki ei jdényt vajaaksi?

Ei ole mahdollista.

Mairitd Diofantoksen yhtélon jokin ratkaisu.

a) 14x 4+ 49y = syt(14, 49)
b) 56x + 72y = syt(56,72)

a) Esimerkiksi x = -3 jay=1.
b) Esimerkiksi x = —5jay=4.
Maiiritd Diofantoksen yhtdlon jokin ratkaisu.

a) 56x + 72y =40
b) 24x + 138y = -24

a) Esimerkiksi x = —7jay = 6.
b) Esimerkiksi x = —1jay=0.
Tutki, onko suoralla

a) 26x+91y+10=0
b) 529x+ 621y —92=0

a) Eiole.
b) On, esimerkiksi piste (—1, 1).
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6. Madiritd Diofantoksen yhtdlon kaikki ratkaisut.

a) 2x+3y=1
b) 2x+3y=7

a) x=—-1+3njay=1-2nne”Z.
b) x=2+4+3njay=1-2nne”Z.
7. Madiritd Diofantoksen yhtilon 45x + 21y = —6 kaikki ratkaisut.

7. x=-2+7Tnjay=4—-15n,n € Z.

8. Midritd Diofantoksen yhtidlon 13509x + 10203y = 228 kaikki ratkaisut.
8. x=105+179njay=—-139-237n,n € Z.

9. Keksi Diofantoksen yhtilo, jolla

a) ei ole ratkaisua
b) on ddrettdmin monta ratkaisua.

a) Esimerkiksi 6x + 8y =1
b) Esimerkiksi 13x + 24y = 47

10. Maééritd Diofantoksen yhtédlon 63x+279y = 450 kaikki ratkaisut. Mitkd
niisté toteuttavat ehdon |x| + |y| < 25?

10. Ratkaisut ovat x = 16 + 3lnjay = =2 — 7n, n € Z. Niistd ehdon
|x| + |y| < 25 toteuttaa ratkaisu x = —15 ja y = 5 sekd ratkaisut x = 16 ja
y==2.

11. Kaytettdvissd on 8 gramman ja 12 gramman punnuksia. Kuinka mon-
ta kummankinlaista punnusta tarvitaan, jotta punnusten kokonaismassaksi
tulisi 100 grammaa? Selvitd kaikki vaihtoehdot.

11. Vaihtoehdot kun 8 gramman punnuksien miird on x ja 12 gramman
punnuksien mééri on y:

. x=2jay=17
. x=5jay=5
. x=8jay=3
. x=1ljay=1.

12. Ruhtinas jakoi 63 yhtd suurta kekoa hedelmii seké 7 erillistd hedelmaé
tasan 23 matkalaiselle. Kuinka monta hedelmii kussakin keossa oli? Vihje:
Tutki yhtdlod 63x + 7 = 23y. (Mahavira, v. 850)

12. Miki tahansa hedelmien médrd muotoa 5 + 23n, missi n € Z jan > 0,
on mahdollinen.
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13. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd yhtilolld ax +
by + cz = d on kokonaislukuratkaisu, jos ja vain jos luku d on jaollinen
lukujen a, b ja ¢ suurimmalla yhteisella tekijalla.
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Kofitehtavid

1.

2.

Tutki, onko Diofantoksen yhtél6lla ratkaisua.
a) I x+6y="72

b) 12x + 10y = 323

c) 14x + 35y =-91

a) On ratkaisu.
b) Ei ole ratkaisua.
¢) On ratkaisu.

Emilia sai valmistujaislahjaksi 200 euron lahjakortin erdiseen keramiik-

kapajaan. Hén osti pajasta 27 euron hintaisia kynttildnjalkoja ja 15 euron

hintaisia jilkiruokalautasia. Hin maksoi ostoksensa lahjakortilla ja sai ra-

haa takaisin 12 euroa. Laskiko myyji oikein?

2.
3.

112

Ei laskenut.

Mairitd Diofantoksen yhtélon jokin ratkaisu.

a) 59x + 12y = syt(59, 12)
b) 119x + 272y = syt(119,272)

a) Esimerkiksi x = 1jay = —4.
b) Esimerkiksi x = -9 jay =4.

Mairita Diofantoksen yhtdlon jokin ratkaisu.

a) 36x + 16y = 28
b) 221x+35y=2

a) Esimerkiksi x = —1 jay =4.
b) Esimerkiksi x = =3 jay = 19.

Miéritd Diofantoksen yhtdlon kaikki ratkaisut.

a) 2x+6y=2
b) 2x+ 6y =-10

a) x=14+3njay=—-nne”Z
b) x=-5+3njay=-nne”Z

Mairitd Diofantoksen yhtédlon 35x + 84y = 14 kaikki ratkaisut.

. x=-2+12njay=1-5n,ne”Z
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7. Madrita Diofantoksen yhtdlon 11925x 4+ 3843y = —117 kaikki ratkaisut.
7. x=-10+427Tnjay=31-1325n,ne Z

8. Midritd Diofantoksen yhtdlon 168x + 204y = 24 kaikki ratkaisut. Mille
ratkaisuille pitee —50 < x < 0jay > 10?

8. Kaikki ratkaisut ovat x =5+ 17njay = —4 — 14n, missd n € Z. Niistd
ehdot =50 < x < 0jay > 10 toteuttaa ratkaisut x = —29 ja y = 24 sekd
x =—-46jay=38.

9. Esitd luku 100 kahden positiivisen kokonaisluvun summana niin, etté
toinen luvuista on jaollinen luvulla 7 ja toinen luvulla 11. (Euler, v. 1770)

9. 100 =56 + 44, missda 56 =8 -7ja44 =4 - 11.

10. Yhtion kauppavoitto 150 mk on jaettava tasan osakkaille. Jos osakkai-
ta olisi ollut 5 enemmin, olisi jokainen saanut 5 mk vihemmin. Montako
osakasta oli yhtiossd? [YO 1874 tehtidvi 6]

10. 10 osakasta

11. Sata lyhdettd viljaa jaetaan sadalle henkil6lle niin, ettd kukin mies saa
3 lyhdettd, nainen 2 lyhdettd ja lapsi puoli lyhdettd. Kuinka monta miest,
naista ja lasta on? (Alcuin Yorkilainen, v. 775)

11. Merkitdin miesten lukumééridd kirjaimella a, naisten lukumééria kir-
jaimella b ja lasten lukumaéarad kirjaimella c. Mahdolliset vastaukset ovat

. a=20,b=0jac=280

. a=17,b=5jac="178

. a=14,b=10jac=176

. a=11,b=15jac="74

. a=8,b=20jac="72

. a=5,b=25jac="70

. a=2,b=30jac=68.

12. * Osoita suoralla sijoituksella, etti a =2, b =4, c =3 jad = 1 on yksi
Kexleruksen viiniongelman ratkaisuista.

13. * Ratkaise Kexleruksen viiniongelma, kun asetetaan b = 0 ja d = 0.
13. a=4jac=6

14. * Osoita, ettd Kexleruksen viiniongelmalla ei ole ratkaisuja, jos asete-
taana =0jad =0.
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6.3 Tehtdvdasarja 3
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Tehtdvid

. Mitki ovat kymmenen pienintd alkulukua?

.2,3,5,7,11,13, 17, 19, 23, 29

Onko luku

a) 37
b) 77
c) 87
d) 101

alkuluku?

2.

3.

a) On.
b) Eiole.
¢) Eiole.
d) On.

Maadrita Eratostheneen seulan avulla kaikki valilld 75, ..., 100 olevat al-

kuluvut.

3.
4,

79, 83, 89, 97
Pitddko viite paikkansa? Perustele.

a) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 97, niin ainakin toinen kokonaislu-
vuista m ja n on jaollinen luvulla 97.

b) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 55, niin ainakin toinen kokonaislu-
vuista m ja n on jaollinen luvulla 55.

a) Viite pitee Eukleideen lemman nojalla, silld 97 on alkuluku.
b) Viite ei pdde. Vastaesimerkki: m = 11 jan = 5.

Madiritd luvun alkutekijahajotelma.

a) 42

b) 600

c) 4410

a)2-3-7
b) 23.3.5°
c) 2-3%.5.77

Maéiritd luvun 8! alkutekijéhajotelma.

.27.32.5.7
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7. Milléd luvuilla on luvun 241 jaollisuus vihintédén tutkittava, jotta saadaan
selville, onko se alkuluku?

7. Riittida tarkistaa jaollisuus alkuluvuilla 4/241 asti, eli siis alkuluvuilla 2,
3,5,7,11,13.

8. Onko luku

a) 187
b) 197
c) 299
d) 601

alkuluku?
8.

a) Eiole.
b) On.
¢) Eiole.
d) On.

9. Luvut 2 ja 3 ovat kaksi perikkaistd kokonaislukua, jotka molemmat ovat
alkulukuja. Osoita, ettd muita perdkkiisia alkulukuja ei ole olemassa.

10. Miki on lukujen suurin yhteinen tekija?

a) 2°-32.5°.7%ja2%.32.52
b) 2-3-5-11ja2-3-5-11

10.

a) 1800 =2°.32.5°
b) 330=2-3-5-11

11. Miki on lukujen pienin yhteinen jaettava?

a) 37-5%.7%ja2%.3%.5°
b) 19°! ja 19"
11.
a) 2°.37.5°.7°
b) 193
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12. Madrita alkutekijdhajotelman avulla lukujen
a) 15ja42
b) 20ja75
¢) 2250 ja 30800

suurin yhteinen tekiji ja pienin yhteinen jaettava.

12. Suurin yhteinen tekija:
a)3 b)5 ¢) 50. Pienin yhteinen jaettava:

a) 210 b) 300 c) 1386000.

13. Jokamiesluokan kilpa-auto A kiertdd radan 55 sekunnissa ja B 65 se-
kunnissa. Kuinka pitkén ajan kuluttua 14hdosti autot ovat uudestaan yhti
aikaa ldhtolinjalla?

13. 715 sekunnin kuluttua.

14. Olkoot x ja y kokonaislukuja. Ratkaise yhtidlo (3x + 2y)(x + y) = 21.
14. Ratkaisut ovat:

. x=—-4ljay=62

. x=-19jay=18

. x=-1ljay=18

. x=-ljay=-2

. x=1ljay=2

. x=1ljay=-18

. x=19jay=-18

. x=41jay=-62.

15. Perustele viite todeksi tai epédtodeksi.

a) Josluku on jaollinen luvuilla 6 ja 25, niin se on jaollinen myos luvulla
150.

b) Jos luku on jaollinen luvuilla 6 ja 9, niin se on jaollinen my6s luvulla
54.

15.
a) Viite pitee, silld syt(6,25) = 1ja 150 =6 - 25.
b) Viite ei pide. Vastaesimerkki: luku 18 on jaollinen luvuilla 6 ja 9
mutta ei luvulla 54.

16. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku n(n + 1)(n + 2) on jaollinen
luvulla 6.

17. Osoita, ettd jos n on kokonaisluku, niin luku 7n®=Tnon jaollinen luvulla
42,

18. Osoita, etti jos n on kokonaisluku, niin luku #* — n* on jaollinen luvulla
12.
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19. Miiriti jakojaannos, kun luku 9'° jaetaan luvulla 13.

19. 9
20. Toisinaan Fermat’'n pieni lause esitetidn seuraavassa muodossa: jos p
on alkuluku ja a on kokonaisluku, joka ei ole luvun p monikerta, niin tilloin

a'=1 (modp).

Osoita lauseen timin muodon avulla, etti n'° = n  (mod 19) kaikilla luon-
nollisilla luvuilla n.

21. Muotoa F, = 22 +1,n=0,1,2,... olevia lukuja sanotaan Fermat’n
luvuiksi. Euler tutki 1700-Iuvulla, ovatko kaikki Fermat’n luvut alkulukuja.
Ratkaise timéa Eulerin ongelma laskinta kéyttien.

21. Kaikki Fermat’'n luvut eivit ole alkulukuja, silld Fy ei ole alkuluku.
Tama voidaan todeta laskimella kiymalld Fermat'n lukuja lépi.

22. Fermat'n luvut F,, F|, F,, F;, F, ovat alkulukuja. Tdmén perusteella
Fermat oletti, ettd loputkin luvut F,, n = 5,6, ..., ovat alkulukuja. Vuon-
na 1732 Euler kuitenkin havaitsi, ettd 5* + 2* = 641 ja 1+ 5-27 = 641
ja onnistui ndiden yhtildiden avulla todistamaan, ettd 641|Fy. Todista tima
tulos.

Vihje: Eulerin havaitsemista yhtiloistd seuraa, etti

2*= 5% (mod 641) ja 5-27=—1(mod 641).
23. Osoita, ettd kaikillan € Z, =1,2,3, ... pitee

FyF,-...-F,_,=F,-2.

n

Esitd timén yhtdlon perusteella uusi todistus sille, ettd alkulukuja on déret-
toméan monta.

24. Pdittele, kuinka monta nollaa on luvun 50! lopussa.

24. 12
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Kotitentavida

. Onko luku

a) 43
b) 39
c) 79
d) 221

alkuluku?

1.

4,

a) On.
b) Ei ole.
¢) On.
d) Eiole.

Pitddko viite paikkansa? Perustele.

a) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 171, niin ainakin toinen kokonaislu-
vuista m ja n on jaollinen luvulla 171.

b) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 149, niin ainakin toinen kokonaislu-
vuista m ja n on jaollinen luvulla 149.

a) Viite ei pidéd paikkaansa. Vastaesimerkki: m = 9 jan = 19.
b) Viite pitdd paikkansa Eukleideen lemman nojalla, silld 149 on alku-
luku.

Maédritd luvun alkutekijéhajotelma.

a) 126
b) 13200
¢) 1000000

a) 2-3%.7
b) 24-3.5%.11
c) 20.5°

Millé luvuilla on luvun 267 jaollisuus vihintédédn tutkittava, jotta saadaan

selville, onko se alkuluku?

4. Riittdd tarkistaa jaollisuus alkuluvuilla 4/267 asti, eli siis alkuluvuilla 2,
3,5,7,11, 13.
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5. Onko luku

a) 229
b) 251
c) 707
d) 2827
alkuluku?
5.
a) On.
b) On.
¢) Eiole.
d) Eiole.

6. Tutki laskimen factor-toiminnolla, onko luku

a) 72222222227
b) 7222222227
c) 722222227

alkuluku.
6.

a) Luku ei ole alkuluku.
b) Luku ei ole alkuluku.
¢) Luku on alkuluku.

7. Etsi Internetistid, mikd on tillad hetkelld suurin tunnettu alkuluku.

8. Jos luvut n ja n + 2 ovat alkulukuja, niin kyseisté lukuparia kutsutaan
alkulukukaksosiksi. Se, onko alkulukukaksosia ddrettoméin monta, on vie-
14 ratkaisematon lukuteorian ongelma. Etsi kymmenen alkulukukaksosta.
Kaytd laskinta tai tietokonetta apunasi.

8. Esimerkiksi 10 pieninti » siten ettéd n ja n+2 ovat alkulukukaksoset ovat:
3,5,11, 17,29, 41, 59, 71, 101, 107.

9. Miké on lukujen suurin yhteinen tekija?

a) 22-3.5.7-11-13ja2.3%.11.17°
b) 5-7°-19%ja3-11%-41

a) 132=22-3-11
b) 1
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10. Miki on lukujen pienin yhteinen jaettava?
a) 7°-11%ja2* .77 - 11
b) 41-43ja4l-43
c) 2-7jas5-13
10.
a) 24.7° 117
b) 1763 =41-43
¢c) 910=2.5-7-13

11. Madrita alkutekijahajotelman avulla lukujen

a) 70 ja 385
b) 240 ja 4900
c) 2310ja 17199

suurin yhteinen tekiji ja pienin yhteinen jaettava.

11. Suurin yhteinen tekija:
a) 35 b) 20 c)21.

Pienin yhteinen jaettava:
a) 770=2-5-7-11
b) 58800 =2*.3.52.72
c)2-3-5-72.11-13.

12. Maéritd syt(117325, 16625) ja pyj(117325, 16625).
12.

syt(117325,16625) = 5% - 19 = 475
pyj(117325,16625) = 5° - 7 - 13 - 19?

13. Pulsarit ovat nopeasti pyorivid ja rytmisid radiopulsseja séteilevid tahtii.
Pulsari X lahettidd radiopulssin 510 millisekunnin vélein, pulsari Y taas 357
millisekunnin vilein.

a) Erdind ajanhetkend molempien pulsarien ldhettama pulssi havaitaan
yhti aikaa. Kuinka pitkédn ajan kuluttua molempien pulsarien pulssit
havaitaan yhté aikaa seuraavan kerran?

b) Kuinka monta kierrosta pulsarit pyorédhtivit kyseisend aikana?

13.

a) 3570 millisekunnin kuluttua.
b) Virhe kirjassa: tehtdvii ei voi ratkaista annetuilla tiedoilla, mikali ei
tunneta pulsarien pyorimisen yhteyttd radiopulsseihin.
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14. Perustele viite todeksi tai epéatodeksi.

a) Jos luku on jaollinen luvuilla 15 ja 12, niin se on jaollinen myds lu-
vulla 180.

b) Jos luku on jaollinen luvuilla 36 ja 5, niin se on jaollinen myds luvulla
180

14.

a) Viite ei pdde. Vastaesimerkki: luku 60 on jaollinen luvuilla 15 ja 12
mutta ei luvulla 180.
b) Viite pitee silld syt(36,5) = 1ja 180 = 36 - 5.

15. Osoita, etti luku 572° —5n on jaollinen luvulla 30, kun # on luonnollinen
luku.

16. Osoita, ettd muotoa p2 — 1 oleva luku on jaollinen luvulla 12, kun p on
alkuluku ja suurempi kuin 3. [YO kevit 2010 tehtidva 12]

17. Erdén maan olympiajoukkueessa oli vain yleisurheilijoita ja purjeh-
tijoita. Yleisurheilijoita oli neljd kertaa niin paljon kuin purjehtijoita.
Naisia oli kaksi kertaa niin paljon kuin miehid. Kun joukkue matkusti
100-paikkaisella lentokoneella kisoihin, oli koneen matkustajista noin puo-
let joukkueen urheilijoita ja loput valmentajia, huoltajia ja median edustajia.
Kuinka monta urheilijaa joukkueessa oli? [Tarkennus tehtdvién: tdssd “noin
puolet”tarkoittaa ettd erotus 50:een on alle 7.]

17. 45

18. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku 7’ +10n*+351° +50n%+24n on
jaollinen luvulla 120. Vihje: Kédytd symbolisen laskimen factor-toimintoa.

19. Miiriti jakojaannos, kun luku 51 - 31%% + 102 jaetaan luvulla 47. Voit
kiyttad Fermat’'n pientd lausetta apunasi.

20. Osoita, ettd 2°*! = 2131 = 2(mod 341). Tulos osoittaa, etti kiinalaiseen
alkulukutestiin liittyvd otaksuma on epitosi eiké testi siten toimi kaikilla
luvuilla.
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21. Alkulukujen lukumairifunktio z(x) kertoo vililla [0, x] olevien alkulu-
kujen lukumaérin. Alkulukujen tiheys vililla [0, x] saadaan jakamalla z(x)
vilin pituudella x.

a) Laske 7(10"), kunn=1,2,3,4,5.

b) Mitd alkulukujen médrille z(x) néyttdd tapahtuvan, kun x kasvaa?
Miksi?

c¢) Laske alkulukujen tiheys vileilld [0, 10"], kunn = 1,2,3,4, 5.

d) Mitd alkulukujen tiheydelle

w(x)

X

ndyttdd tapahtuvan, kun x kasvaa?

Kaytd tehtdvissi laskinta tai matemaattisia ohjelmistoja, kuten verkosta il-
maiseksi ladattavissa olevaa Maxima-ohjelmistoa. Esimerkiksi Texas In-
strumentsin TI-Nspire CX CAS -laskin sisdltdd toiminnon
numtheory\primecount(a,b), joka antaa alkulukujen miérdn vélilla
[a, b].

22. Mersennen alkulukuja ovat alkuluvut, jotka ovat muotoa 27 — 1, missé
p on alkuluku.

a) Etsi neljd pienintd Mersennen alkulukua.

b) Ovatko kaikki muotoa 2° — 1 olevat luvut alkulukuja?

c¢) Osoita, etti jos 2” — 1 on alkuluku, myds p on alkuluku.
Vihje: Kdytd epdsuoraa todistusta ja sovella kaavaa

XM=1l=x=-D"1+... +x+1).

23. a) Selvitd kokeilemalla pienilla luvuilla, mitd on syt(a, b) - pyj(a, b).

b) Todista saamasi tulos.

¢) Miten Eukleideen algoritmia ja saamaasi tulosta voidaan hyodyntia
pienimmin yhteisen jaettavan méérittimisessa?

d) Maiirita Eukleideen algoritmin ja saamasi tuloksen avulla
pYyj(496125, 9450).

e) Texas Instrumentsin TI-Nspire CX CAS -laskimesta 10ytyy ohjelma
numtheory\gcdstep(a,b), joka midrittdd lukujen a ja b suurim-
man yhteisen tekijin Eukleideen algoritmilla vilivaiheet nidyttéden.
Tutustu ohjelman toimintaan ja mairitd sen avulla pyj(7856,678).
Kirjoita ylos Eukleideen algoritmin vilivaiheet kéyttden tdmin op-
pikirjan mukaisia merkintgja.
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24. * Salakirjoita RSA-algoritmia kéyttden viesti 66, joka vastaa ASCII-
kooda-

usjarjestelmissa kirjainta B. Kdytd esimerkin 7 avainta ja esim. Wolfram
Alphaa. Tarkasta tuloksesi purkamalla viesti. Vihje: Voit antaa syotteen
Wolfram Alphalle muodossa Mod [a"p,n], esim. Mod [660°821,2773].

25. * Osoita, ettd Eulerin ¢-funktio on multiplikatiivinen eli @(mn) =
@(m)p(n), kun syt(m,n) = 1.

a) Kiyttden Eulerin tulokaavaa

o =n](1-7).

pln
missd p on alkuluku.
b) Suoraan g-funktion maaritelmasta.
26. * Osoita seuraavat g-funktion ominaisuudet:
a) Jos n on pariton, niin @(2n) = @(n).
b) Jos n on parillinen, niin @(2n) = 2¢(n)
27. * Laske ¢(1001), (5040) ja (36 000).

28. * Osoita, ettd @(n) on parillinen, kun n > 2. Vihje: Oleta ensin, etti n
on muotoa n = 2", k> 2.

29. * Osoita edellisen tehtdvin tulosta kéyttien, ettd alkulukuja on direttod-
man monta.

30. * Osoita Eulerin tulokaava kéyttden hyviksi ¢-funktion multiplikatiivi-
suutta.
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Tehtavid

1. Mairitd lauseen a) "(BAA)V(AA-B),b) (BV-A)A(AV-B) totuusarvo,
kun A on tosi ja B on epitosi.

1.
a) tosi
b) epitosi

2. Esitd a) kaksoisnegaation laki == A < A b) De Morganin laki =(A A
B) < —Av-Bloogisen algebran merkinndin. Laadi totuustaulu laskemalla
loogisen algebran laskusdéinnéilld ja osoita laki pateviksi.

2.
a) —(—A)=A
b) —(A-B)=(-A)+(-B)
3. Esitd a) implikaatio A — B, b) ekvivalenssi A < B kiyttiden loogisen

algebran merkintojd. Laske lauseen totuusarvot atomilauseiden A ja B eri
totuusarvoilla kéyttden loogisen algebran laskusaantoja.

3.

a) (-A)+(A-B)
b) (=4)-(=B))+(A- B)
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/.2 TehtaGvasarja 2
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Tehtavid

1. Osoita, ettd looginen algebra toteuttaa Boolen algebran ehdot 1, 2, 5-8
ja 10.

2. Osoita, ettd seuraavat laskusddnnot ovat voimassa loogisessa algebras-
sa.

a) x+x=x

b) x-x=x

c) x+1=1

d) x-0=0

e) X+x-y=x

) x-(x+y)=x

g x+(=x)-y=x+y
h) x-(—x+y)=x-y

i) —(—x)=x

D —Gx+y)=(=x)-(-y)
k) =(x- ) =(=x)+(-y)

3. Tulkitse, mitd Boolen algebran tulokset
a) x-x=x
b) x+1=1
c) x-0=0
d) —(—x)=x
e) X+x-y=x
) x-(x+y)=x
tarkoittavat joukko-opissa. Perustele tulokset myos kidyttden Venn-
diagrammeja.
3. Olkoon x,y C z
a xXNXxX=x
b) xUz=1z
c) xN =
d) z\(z\x)=x
e) xU(xny =x
) xn(xuy) =x
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4. Sievennd lausekkeet Boolen algebran médritelmén ja tehtdvin 2 las-
kusidintdjen avulla.

a) X -x+x-x

b) x-x-x-y-y-y
¢c) (a+b)-(a+c¢)
d) a+b-a+b

e) (a+(=b))-b

f) a+ b+ (—(a-b))

a) x

b) x-y
c)a+(b-c)
d) a+b
e)a-b
)1

5. Piirrd Boolen algebran lauseketta

a) (x+y)-(x+2z)

b) x+y) - (x+(=y)

¢) x+(=x)-y
vastaava looginen piiri. Sievenni lauseke Boolen algebran sdinnéilli ja piir-
rd sievennettyd muotoa vastaava piiri. Loogisia piirejd on kisitelty kappa-
leessa 2.1 tehtdvissd 11 ja 12.
5.

a) x+(y-2z2)

b) x

c) x+y
6. * Osoita, ettd tehtdvdn 2 sddnnot ovat voimassa kaikissa Boolen alge-
broissa.
7. * Reaalilukujen joukossa R médritelldén yhteenlaskua muistuttava las-
kutoimitus x o y seuraavasti: x o y = x + y — 2 kaikilla x, y € R. Osoita, ettd
laskutoimitus toteuttaa seuraavat ehdot:
i (xey)oz=x0o(yoz)kaikillax,y,z € R.
il xeoy=yoxkaikillax,y e R.
iii On olemassa sellainen luku w € R, ettd xow = wox = x kaikilla x € R.

Miké w on?

iv Jokaisella x € R on vasta-alkio x*, jolle x e x* = x™ o x = w.

[YO syksy 1997 tehtidva 9b]
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