Fourier-muunnos
Pekka Hintikan kurssi Helsingin matematiikkalukiossa 2011

Teoriaa ja tehtavia, 3.oppitunti (kirj. Joni Terdvéinen)

Maiéritelmé: Funktion f sinimuunnos on integraali
Flw) = /2 [ f(t)sin wtdt
0
ja kosinimuunnos
F(w)= \/g Tf(t) cos wt dt.
0

Yhdessé néitd kutsutaan funktion f Fourier-muunnoksiksi (mikéli suppenevat).

Muunnoksista tekee mielenkiintoisia se, ettd ne on helppo kiant&a:
ft) = \/g ?F(w) sin wt dw.
0
ja
@) = \/%TF(OJ) cos wt dw.
0

Nilld on my0s selvéd yhteys funktion esittdmiseen sinien tai kosinien darettoménd summana.

Sovelluksia

Matematiikka

e Tavallisten differentiaaliyhtéloiden ratkaiseminen, esim. " + ay’ + by = f(x)

e Osittaisdifferentiaaliyht&lot, esim. aaltoyht&ld
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e Tiettyjen integraalien, esim. [ s‘—?t dt laskeminen.
0

Fysiikka
e Spektrit

e Signaalit

Muunnoskaavoja

Muunnosten médritelméstd havaitaan helposti, ettd ne ovat lineaarisia, toisin sanoen sum-
man muunnos on muunnosten summa ja vakiolla kerrotun funktion muunnos on funktion
muunnos kerrottuna samalla vakiolla. Tehtévissd 5 johdetaan kaava derivaatan Fourier-
muunokselle. Emme kuitenkaan perehdy sen syvilisemmin munnoksen ominaisuuksiin, silla
tulemme my6hemmin kisittelemé&in Laplace-muunnosta, joka on operaattorina helpompi.



Esimerkki Fourier-muunnoksesta

1L]z| <a

kosinimuunnos.
0,|z] >a

Muodosta funktion f(x) = {

Ratkaisu

Flw) = \/gf 1-coswtdt = y/2[Lsinwt]§ = \/2%
0

Seuraus:

e 5% s Lt <a
Kéaanteismuunnoksella \/; f \/; S coswt dw =
0 0,[t| >a

Erityisesti sijoittamalla ¢ = 0 saadaan

o0

sin aw _ T
bdew— 2,a>0.

Vaihtoehtoinen Fourier-muunnos

Yleenséd Fourier-muunnos on tapana kirjoittaa muodossa

f© = e,

7 = | feyeeae

Me kiiytdmme kuitenkin kosini- ja sinimuunnosta, jotta emme tarvitsisi Eulerin kaavaa ja
kompleksifunktion integrointia.

Tehtavia

1. Muodosta funktion f(x) = e~ %", missd a on positiivinen vakio, kosinimuunnos.
) )

2. Laske

o0

f Ccos w dw.
0

a?+w?

3. Muodosta funktion
sinz, z € (0,7
o) = { (0,

o 0, z>m
sinimuunnos.

4. Laske integraali

o0

sin wa sin
Of e dr.

5. a) Merkitddn funktion y(x) kosinimuunnosta Fe(y) ja sinimuunnosta Fs(y)
(muuttujana w). Osoita, etti

Fs(y') = —wFc(y).

b) Muodosta tdmén avulla funktion f(z) = e~ ** sinimuunnos.

Kaymme ratkaisut ldpi maanantaina 21.3. kello 15.45.



