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Teoriaa ja tehtavid, 1.oppitunti (kirj. Joni Terévéinen)

Idea: Esitetddn annettu jaksollinen funktio f sinien ja kosinien &arettéménd summana:

oo
a a
flx) = g—i— E (an cos nwx + by, sin nwzx) = %—i—al cos wx+by sin wx+as cos 2wx+bs sin 2wx+...,

n=1

missé w = 2%, T on jakson pituus.

Motivaatio:

Matematiikka
e Tiettyjen summien médrittiminen, esim. Y7 1.
e Jatkuvan funktion, joka ei ole missddn derivoituva, konstruointi.

e Jotkin differentiaaliyhtél6t, esim. Sturmin-Liouvillen differentiaaliyht&lo.

Fysiikka
e Lampoyhtdlon ratkaiseminen:

ou (82u 9%u 82u>

o ‘oz "o T o2

e Signaalin- ja kuvankisittely
e Optiikka

o Kvanttimekaniikka

Laskeminen

Fourier-sarjan kertoimet saadaan kaavoista

an = %fo%ﬂ f(z) cos(nwzx)dx, n >0

b, = %fo%w f(x)sin(nwz) dz, n > 1.

Todistamme véitteen, kun w = 1, eli funktion jakso on 27. Mieti itse, miten todistus menee
mielivaltaiselle w.

Todistus perustuu siihen, ettd jos m ja n ovat kokonaislukuja, niin:
2 .

Jo " sinmz cos nx dx = 0,
2m . .

Jo " sinmasinnz dr = 0,m #n

2w
fo cosmax cosnz dr = 0, m # n.



Tamai kiy selviksi, jos esimerkiksi piirrdt integroitavat funktiot graafisella laskimella joillakin
m ja n ja etsit symmetrioita.

Nyt olkoon f(z) funktio, jonka jakso on 27 (ts. 27 on pienin luku siten, ettd f(z+27) = f(z))
ja jolla on esitys suppenenvana Fourier-sarjana:

flz) =% +>° (an cosnx + by, sinnx).
Kerrotaan yht&l6 puolittain sin ma:114, missd m on annetttu luonnollinen luku. Saadaan
ao

f(x)sinma = % sinma + Y7, (an cos na sinma + by, sin na sin mz).

Nyt integroidaan puolittain 0:sta 27:hin, ja sovelletaan tietoa, ettd integraalien summa on
summan integraali

fOQTr f(x)sinmz dr = foh 4 sinma dx + fo% Yoo (an cos nasinma + by, sin nz sinma) d.

2T . [e’s) 27 . 2T . .
— 4o Q 3 1 Q
=4 fo sinmadr 4+, (an fo cosnx sinmx dx + b, fo sin nx sin ma dx).

Soveltamalla dsken lueteltuja kaavoja ja kaavaa fo% sin®x =7 (todista sieventamalld inte-
groitavaa lauseketta kaavalla cos 2z = 1 — 2sin? ) saamme

27

o flx)sinmadr =040+ ...+ 7by,

mink jalkeen kaava b,,:lle seuraa. Samalla tavalla todistetaan a,:n laskentakaava paitsi, etté
nyt kerrotaan lausekkeella cos ma.

Esimerkki

Muodosta funktion f(xz) = 2 Fourier-sarja vililla [0, 27].
Ratkaisu

Lasketaan kertoimet osittaisintegroimalla (f’ = cosnz, g = z, [ |3™ tarkoittaa sijoitusta O:sta
27:hin).

ra, = [07 xcosna da
— [xsinnnx]gﬂ' _ 027" 1. sinnnw der =0 — % . [—C(;Lsnw]%ﬂ' — 0771 2 1
(tdma olisi nahty helpommin siité, ettd f(x)cosnx on pariton.)

Jos taas n = 0, niin ag = 27. Samalla tavalla saadaan sinien kertoimet (f' = sinnz, g = ).

2 .
b, = fo rsinnx dr

— COS LT 2 — cos — si
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eli b, = —2. Siispi
n n

T =2m+ Yo —28MNT — 9p _ 9300 sInT 4 [0, 2n].

Suppenenminen

On olemassa jaksollisia funktoioita, joille Fourier-sarja ei suppene tai supenee vadrain funk-
tioon. Kuitenkin, jos f on jatkuva vélilla [0, 7], niin Fourier-sarja supenee funktioon f t&lld
vililld. Siksi suppenevuus ei ole kovin suuri ongelma.



Havainnollistus
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Nelivaallon f(x) =1,z € [0,2n], f(z) = f(z + 27) Fourier-kehitelmii. Raja-arvona on funk-
tio itse. Huomaa, etti epajatkuvuuspisteissi f(x):n Fourier-sarja suppenee sitd ymparoivien
arvojen keskiarvoon.

Vaihtoehtoinen esitysmuoto

Funktion f Fourier-sarja voidaan esittdd myds kompleksisten eksponenttifunktioiden sum-
mana, koska Eulerin kaavan nojalla
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ST = 2

cosw = “—E—.
Voidaan siis kirjoittaa

o ,
f(‘r) = Enzfoo cnelnza
missé

Cn + c_p = an,n parillinen

(¢n — €—p)i = by, n pariton.

Tehtdvia

1. Muodosta funktioiden
a) f(z) =1,z €0, 27|
b)f(z) =sinx



c)f(z) =2,z €[0,2n]

d)f(z) = sin?(x)

Fourier-sarjat. (Vinkki: kaikilla edelld mainituilla on melko triviaalit Fourier-sarjat.)
2. M&é&rita funktion f(z) =z, f(z 4+ 1) = x Fourier-sarja.
3. Muodosta

a) nelidaallon

b) kolmioaallon

c) sahalaita-aallon

jonka aallonpituus on 2 ja amplitudi 1, Fourier-sarja.

5. Osoita seuraavat kaavat:

8) S0, e = L (r — 1)

b) ZOO sin2n __ %(T( o 2)

n=0 n

¢) Yoot = L(3+ 2n(w —3)

n=0 n?2

6. Ratkaise kuuluisa Baselin ongelma, eli laske Riemannin zeeta-funktio
arvolla 2, eli masritd Y - ) 2.

Jos jokin tehtévi ei ratkea, siirry seuraavaan, ja palaa siihen my6hemmin.

Kaymme ratkaisut 14pi maanantaina 7.3. kello 15.45. Teoriasta ja tehtavistd voi toki kysya
muulloinkin.

Lihde: Wikipedia



