Fourier-sarjat
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Teoriaa ja tehtivia, 1.oppitunti (kirj. Joni Terévéinen)
Idea: Esitetddn annettu jaksollinen funktio f sinien ja kosinien darettoméné summana:
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ag . ag . .
flz) = 5—!—2 (an, cos nwx + by, sinnwz) = 5—’—@1 cos wx+by sin wxr+as cos 2wx+bs sin 2wx+...,

n=1

missi w = 2%, T on jakson pituus.

Motivaatio:

Matematiikka

1
.

e Tiettyjen summien médrittiminen, esim. » -, o

e Jatkuvan funktion, joka ei ole missdén derivoituva, konstruointi.

e Jotkin differentiaaliyhtélot, esim. Sturmin-Liouvillen differentiaaliyht&lo.

Fysiikka

Lampoyhtélon ratkaiseminen:
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Signaalin- ja kuvankéisittely

Optiikka
Kvanttimekaniikka

Laskeminen

Fourier-sarjan kertoimet saadaan kaavoista

an = fo%ﬂ f(z)cos(nwz)dz, n>0

by =L [€ f(2)sin(nws)dz, n>1.

T

Todistamme véitteen, kun w = 1, eli funktion jakso on 27. Mieti itse, miten todistus menee
mielivaltaiselle w.

Todistus perustuu siithen, ettd jos m ja n ovat kokonaislukuja, niin:
2m .

Jo " sinma cos na dx = 0,
2 . .

Jo  sinmzsinnzdr =0,m #n

2
fo cosmax cosnz dr = 0, m # n.



Tamai kiy selviksi, jos esimerkiksi piirrdt integroitavat funktiot graafisella laskimella joillakin
m ja n ja etsit symmetrioita.

Nyt olkoon f(x) funktio, jonka jakso on 27 (ts. 27 on pienin luku siten, ettd f(z+27) = f(z))
ja jolla on esitys suppenenvana Fourier-sarjana:

flx) =% 4> (ancosnx + b, sinnz).
Kerrotaan yhtalo puolittain sin ma:114, missd m on annetttu luonnollinen luku. Saadaan

f(z)sinma = % sinma + Y7, (ay, cos na sinma + by, sin na sin mz).

Nyt integroidaan puolittain 0:sta 27:hin, ja sovelletaan tietoa, ettd integraalien summa on
summan integraali

fOQTr f(x)sinmaz dr = fOQTr 4 sinma dx + fOQﬂ >0 o (an cosnz sinma + by, sin na sinma) dz.

=% fo% sinmadz +>,7 (an fozﬂ cos nax sinmax dx + by, fozﬂ sin nz sin ma dz).

2

Soveltamalla dsken lueteltuja kaavoja ja kaavaa fo% sin®x = 7 (todista sieventamélld inte-

groitavaa lauseketta kaavalla cos 2z = 1 — 2sin® ) saamme

027'r f(z)sinmzde =040+ ...+ wby,,

mink jalkeen kaava b,,:lle seuraa. Samalla tavalla todistetaan a,:n laskentakaava paitsi, etta
nyt kerrotaan lausekkeella cos ma.

Esimerkki

Muodosta funktion f(z) = 2 Fourier-sarja vililla [0, 27].
Ratkaisu

Lasketaan kertoimet osittaisintegroimalla (f’ = cosnz, g = z, [ |3™ tarkoittaa sijoitusta O:sta
27:hin).

Ty = fozﬂ x cosnz dx
_ [msinnnr]%ﬂ- _ 0271' 1. sinnnz dr=0— % . [—C(:LSTLI]gﬂ' =0,n>1
(tdmé olisi ndhty helpommin siité, ettd f(z)cosnz on pariton.)

Jos taas n = 0, niin ag = 27. Samalla tavalla saadaan sinien kertoimet (f’ = sinnz, g = x).

2 .
b, = fo rsinnx dr
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_ 27 00 sinnr __ o0 sinnzx
Xr = -5 +Zn:1 _2T =T — 2Zn:1 T,ZE S [07271'}
Havaitaan, ettd funktion arvo 0:ssa on 0, mutta Fourier-sarjan arvo onkin 7. Tam& ei
kuitenkaan ole ristiriita, koska epéjatkuvuuskohdissa, kuten 0:ssa, sarja suppenee vasemman-
ja oikeanpouoleisen raja-arvon keskiarvoon.



Suppenenminen

On olemassa jaksollisia funktoioita, joille Fourier-sarja ei suppene tai supenee viiriin funk-
tioon. Kuitenkin, jos f on jatkuva valilla [0, T], niin Fourier-sarja supenee funktioon f talla
valilla. Siksi suppenevuus ei ole kovin suuri ongelma.

Havainnollistus
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Nelidaallon f(x) =1,z € [0, 27], f(z) = f(x + 27) Fourier-kehitelmié. Raja-arvona on funk-
tio itse. Huomaa, etti epéjatkuvuuspisteissd f(x):n Fourier-sarja suppenee sitd ympéroivien
arvojen keskiarvoon.

Vaihtoehtoinen esitysmuoto

Funktion f Fourier-sarja voidaan esittdid myOs kompleksisten eksponenttifunktioiden sum-
mana, koska Eulerin kaavan nojalla

sing = €-=e
cosx =
Voidaan siis kirjoittaa
fla) =200 cne™,
missi

Cn + c_p = an,n parillinen

(¢n — ¢—pn)i = by, n pariton.



Tehtavia

1. Muodosta funktioiden

a) f(z) =1,z €[0,27]

b)f(z) = sinx

0)f (@) = 2,3 € [0,27]

d)f(z) = sin?(x)

Fourier-sarjat. (Vinkki: kaikilla edelld mainituilla on melko triviaalit Fourier-sarjat.)
2. Maaritd funktion f(z) = z, f(x + 1) = « Fourier-sarja.
3. Muodosta

a) nelidaallon

b) kolmioaallon

c) sahalaita-aallon

jonka aallonpituus on 2 ja amplitudi 1, Fourier-sarja.

5. Osoita seuraavat kaavat:

a) Y02, 8mn = L — 1)

b) 3nto % = 3(r—2)

¢) Yoot = L(3+2n(m —3)

n=0 n?

6. Ratkaise kuuluisa Baselin ongelma, eli laske Riemannin zeeta-funktio
arvolla 2, eli masritd Y - ) 2.
Jos jokin tehtévi ei ratkea, siirry seuraavaan, ja palaa siihen my6hemmin.

Kaymme ratkaisut 1dpi maanantaina 7.3. kello 15.45. Teoriasta ja tehtavistd voi toki kysya
muulloinkin.

Lihde: Wikipedia



