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Mitä ovatkaan pituus ja kulma?
– Johdatus rationaaliseen trigonometriaan
Harjoitustehtävät 4/4. Ellei toisin mainita, ei tehtävissä ja niiden ratkaisuissa käytetä lainkaan käsitteitä kulma
ja pituus!
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1. Rationaalisessa triogonometriassa kvadranssi ei ole lineaarinen suure, ja tämä näkyy additiivisuuden puut-
teena. Tämän vuoksi on jokseenkin epäintuitiivista esimerkiksi jakaa janaa paloihin vain todetakseen, että
osien kvadranssien summa ei ole koko janan kvadranssi.

Triple quad formula, (Q1 + Q2 + Q3)
2 = 2(Q2
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3), pätee, jos ja vain jos pisteet, joiden välilllä
vallitsevat kvadranssit Q1, Q2 ja Q3, ovat samalla suoralla. Tällä kaavalla voidaan rakentaa jana sen osista,
joiden kvadranssit tunnetaan.

a) Janan kahden puoliskon kvadranssit ovat 1 ja 4. Mikä on koko janan kvadranssi?
b) Janan kvadranssi on 16. Jana jaetaan kahteen osaan, joista toisen kvadranssi on 9. Mikä on toisen osan
kvadranssi?
c) Janan kvadranssi on 100 ja se jaetaan kahteen osaan kvadranssien suhteessa 1 : 2. Määritä osien kva-
dranssit.

2. Näytä, että sekä edellä esitetty triple quad formula että Pythagoraan lause voidaan johtaa kaikille kol-
mioille pätevästä ristilaista (cross law) (Q1 +Q2 −Q3)

2 = 4Q1Q2(1− s3).

3. Kolmion kaksi kvadranssia ovat 13 ja 10 ja niiden välinen avauma on 7
8 . Onko kolmio suorakulmainen?

4. Laske tasasivuisen kolmion avaumien suuruus.

5. Seuraavassa kahdessa tehtävässä ratkaise tehtävä ensin klassisen trigonometrian avulla (vastaukseksi sekä
tarkka arvo että kaksidesimaalinen likiarvo). Muunna sitten tehtävän lähtötiedot avaumiksi ja kvadrans-
seiksi ja ratkaise tehtävä rationaalisen trigonometrian keinoin. Vertaa ratkaisuja ja vastauksia.

Mäen huippu näkyy maan pinnan tasolta katsottuna 45 asteen korkeuskulmassa ja 25 metriä kauempaa
30 asteen korkeuskulmassa. Laske mäen korkeus.

6. Leijan nelikulmion muotoinen ja sen sivut muodostuvatneljästä tukipuusta, joista kaksi lyhyempää ovat
pituudeltaan 20 senttimetriä ja kaksi pidempää pituudeltaan 40 senttimetriä. Lisäksi leijan kahdella lävis-
täjällä (leveys- ja pituussuunnassa) kulkee tukipuu. Leijan leveys on 30 senttimetriä. Laske leijan läpimitta
sen pituussuunnassa ja lyhyimpien sivutukipuiden välinen kulma.

Palauta opelle kirjallisena ⇒ lisäpisteitä kokeeseen!

7. Kuvausta B : Rn × Rn → R sanotaan bilineaarikuvaukseksi, jos funktio on lineaarinen molempien muut-
tujien suhteen. Toisin sanoen kaikille x,y, z ∈ Rn ja a, b ∈ R pätee ehdot: i) B(ax,y) = aB(x,y) ja
B(x, ay) = aB(x,y) (homogeenisuus) ii) B(x+z,y) = B(x,y)+B(z,y) ja B(x,y+z) = B(x,y)+B(x, z)
(additiivisuus). (Yleisemmin bilineaarikuvauksesta voidaan puhua monimutkaisemmissakin (kompleksisis-
sa) vektoriavaruuksissa.)

Määritä seuraavien väitteiden totuusarvo: a) Kaikki bilineaarikuvaukset ovat metriikoita. b) Kaikki met-
riikat ovat bilineaarikuvauksia. c) Mikään metriikka ei ole bilineaarikuvaus. d) Jotkin bilineaarikuvaukset
ovat metriikoita.

8. Määritä sellaisen paraabelin yhtälö, jonka polttopiste on (1, 1) ja johtosuora y = −x. Määritä vastaava
yhtälö tilanteessa, jossa paraabelin määritelmässä klassinen etäisyys korvataan kvadranssilla.

9. Kolmion kahden korkeusjanan kvadranssit ovat 4 ja 9. Laske kolmannen korkeusjanan kvadranssi. (Tässä
tehtävässä kannattaa muistaa, että suorakulmaisen kolmion teräville avaumille pätee yhteys s1 + s2 = 1.)

1


