Laplace-muunnos
Pekka Hintikan kurssi Helsingin matematiikkalukiossa 2011

Teoriaa ja tehtavia, 5.oppitunti (kirj. Joni Terdvéinen)

Maaritelmi

Funktion f Laplace-muunnos on integraali

F(s) = L{fF(D)} = | f(t)e™*"dt.
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Tamé muunnos muuntaa funktion f t-avaruudesta s-avaruuteen. Merkitsemme muunnosta
operaattorilla L.

Sovelluksia

Matematiikka

e Tavallisten differentiaaliyhtéloiden ratkaiseminen, esim. y” + ay’ + by = f(x)

e Osittaisdifferentiaaliyhtlot

Fysiikka
e Virtapirit

e Harmoniset virdhtelijit

Ominaisuusksia

Suoraan Laplace-muunnoksen mééritelmésta seuraa Laplace-muunnoksen lineaarisuus; toisin
sanoen

L{af(t) +bg(t)} = al{f(t)} +bL{g(t)}
funktioille f ja g seké vakioille a ja b.

Yksittaisten funktioiden Laplace-muunnoksista olisi hyvd muistaa Pekka Hintikan kirjassa
sivuilla 46-47 luetellut ja todistetut muunnokset. Hankalempien funktioiden muunnokset
selvitetddn esimerkiksi:

e Sijoittamalla mééritelméin ja osittaisintegroimalla tai kiyttdmalla sijoitusmenetelmai

e Muuntamalla rationaalifunktio osamurroiksi. Osamurtomenetelmaé kasitellaan esimerkik-

si kurssissa MAA 12.

e Kiyttadmalld muunoksen ominaisuuksia, esimerkiksi sen derivointikaavaa.

Muunnokselle saadaan osittaisintegroimalla derivointikaavat:
L' (t)} = sF(s) — £(0)
L{f"(t)} = s*F(s) — sf(0) — f'(0)



ja integrointikaava
t

L{[ f(z)dx} = %F(s)
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Niistd kaavoista seuraa, ettd Laplace-muunnos muuntaa yhden muuttujan differentiaali -ja
integraaliyhtélot tavallisiksi yhtéloiksi.

Hyo6dyllinen ominaisuus on my6s muunnoksen siirto:

L{e*f(t)} = F(s —a), missd F on fm Laplace-muunnos ja a on vakio. Todistus on harjoi-
tustehtavina.

Differentiaaliyhtaloiden ratkaiseminen

Ratkaise differentiaaliyhtild y” + 2y +y = et, y(0) = 4/(0) = 0.
Ratkaisu Otetaan puolittain Laplace-muunnos. Saamme

L{y" ()} +2L{y ()} + L{y(t)} = L{e'} eli

s%Y (s) — sy(0) — y/'(0) +2sY (s) — 2y(0) + Y (s) = 2.
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Sijoittamalla alkuarvot ja sieventadmalla

Y(s) =
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(s—1)(s24+2s+1) —  4(s+1) 2(s+1)2 4(s—1)"

Téastd kiyttdméalla muunnoksen siirtoa saamme ratkaisuksi

y(t) = —ge~ ' — Ste™t + fe.
Tehtavia

1. Muodosta suoraan mééritelmésté funktion f(¢) = t? Laplace-muunnos.
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2. Funktion Laplace-muunnos on F'(s) = % + Miké on kyseinen funktio?
3. Osoita, ettd L{e" f(t)} = F(s — a).

4. Ratkaise differentiaaliyhtils ¢ + 2y = 22, y(0) = 0.

5. Pekka Hintikan kirja: sivu 69, tehtéva 4.

Kaymme ratkaisut l4pi tiistaina 5.4. kokeiden jélkeen.



